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Contesti di Morita topologici ed equivalenze
tra categorie di moduli linearmente topologizzati e completi.

GUSTAVO MEZZETTI

I teoremi di Morita sulle equivalenze fra categorie di moduli (vedi [3, Sezione
3.12 e segg.]) sono fra i risultati pid citati in algebra non commutativa. Essi stabi-
liscono condizioni necessarie e sufficienti affinché due anelli R ed S siano simili,
abbiano cioé categorie di moduli (sia destri, sia sinistri) equivalenti, una relazione
fra R ed S pit debole dellisomorfismo. Inoltre, essi descrivono tutte e sole le
possibili equivalenze fra le categorie Mod-R (risp., R-Mod) e Mod-S (risp., S-
Mod), rappresentandole sia per mezzo di prodotti tensoriali, sia per mezzo di fun-
tori Hom. Infine, come corollario, essi identificano i bimoduli «invertibili» (a meno
di isomorfismi) dell’operazione «prodotto tensoriale».

In estrema sintesi, questa tesi presenta una generalizzazione della classica teo-
ria dei contesti di Morita dal caso dei moduli astratti sopra anelli astratti al caso dei
moduli linearmente topologizzati e completi sopra anelli linearmente topologizzati e
completi, ottenendo risultati formalmente analoghi a quelli classici appena ricordati.
Va pero perduta la simmetria fra destra e sinistra: tale rottura della simmetria e do-
vuta alla presenza delle topologie lineari, che nel caso di anelli non commutativi si
presentano in modo naturale come topologie lineari da un solo lato (lineari a destra,
oppure a sinistra), ed & stata probabilmente il principale ostacolo che ha impedito fi-
nora la scoperta dei contesti di Morita topologici. La teoria di tali contesti si applica
poi allo studio di una interessante classe di equivalenze fra categorie di moduli Lt. (a
partire da ora abbreviamo «linearmente topologizzato e di Hausdorff» con «l.t.») e
completi, precisando ed estendendo i risultati di [2].

Per poter essere pit precisi, fissiamo alcune notazioni. Sia (R, @) un anello 1.t.
a destra e completo, e sia CLT-(R, @) la categoria degli (R, ¢)-moduli topologici
destri 1.t. e completi. Innanzitutto, introduciamo una conveniente categoria di
bimoduli.

DEFINIZIONE 1. - Siano (R, @) ed (S, o) due anelli Lt. a destra e completi;
wndichiamo con (R, 0)-*B-(S, o) la categoria seguente. Gli oggetti di
(R, 0)-"B~(S, 0) sono (R, S)-bimoduli rAg dotati di una topologia a tale che:

® (Ag, a) e CLT-(S, 0);
® [azione stnistra di R su A dda luogo a un omomorfismo continuo d’anellt
o : (R, 0) =>CEndg (A, a); dove CEnd§(A, a) indica lanello degli endomorfi-
smi continui di (A, a), dotato della topologia della convergenza uniforme.
Un morfismo f in (R, 0)-*B-(S, 0) da (4, a) in (B, B) € un omomorfismo
continuo di (R, S)-bimoduli f : (A, a)— (B, f).

Siano (R, 0), (S, 0) e (T, t) tre anelli L.t. a destra e completi. Indichia-
mo con CHom%((B, ﬂ)y (07 }/)), dove (B’ ﬁ) € (S, U)_u&_(T’ T) e (Cy )’) €
(R, 0)-*B-(T, 1), T(R, S)-bimodulo delle applicazioni 7-lineari e continue
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da (B, B) in (C, y), dotato della topologia della convergenza uniforme; si dimo-
stra che CHom%((B, 8),(C, y))e (R, 0)-*B~(S, o). Per ogni fissato (B, ) e
(S, 0)-*B~(T, ) si ha dunque il funtore

o)) CHom?#((B, B), —) :(R, 0)-*B~(T, 1) = (R, 0)-"B-(S, 0),

che agisce sui morfismi nel modo usuale. Nel nostro lavoro abbiamo dimostrato
che tale funtore ha un aggiunto sinistro. In effetti, dati (4, a) e (R, 0)-*B-(S, o)
e (B, B)e (8, 0)-"*B-(T, 7), si munisce il prodotto tensoriale A ®s B di una topolo-
gia opportuna; indicato con (4, a) ®%(B, B) il modulo topologico cosi ottenuto, se
ne prende il completamento di Hausdorff (4, a) ®%(B, B), e si dimostra che esso
appartiene a (R, 0)-*B-(T, 7). In tal modo si ottiene un funtore

@ ~®%B, B):(R, 0)-"BS, 0) = (R, 0)-“B(T, 1),

che agisce sui morfismi nel modo usuale (cioé tramite il prodotto tensoriale di ap-
plicazioni). Si dimostra che 2 & aggiunto sinistro di 1.
Il prodotto tensoriale topologico summenzionato e associativo, verifica

(S,0)®4B,B)=(B,p) e (A, a) ®LS,o0)=(A4,a)

per ogni (A, a) e (R, 9)-"B-(S, o) e ogni (B, B) e (S, 0)-*B-(T, 7), e commuta
con le somme dirette, munite di una topologia opportuna (tutte queste proprieta,
ovviamente, valgono a meno di isomorfismi topologici).

Per la definizione seguente, cfr. [3, Sezione 3.12, Definizione 3.11].

DEFINIZIONE 2. — Un contesto di Morita topologico ¢ una collezione di sei

oggetti (R, 0),(S, 0),(A, a),(B, B), u, v) cosiffatti:

® (R, 0) e (S, o) sono due anelli Lt. a destra e completi;

® (A,a)e(S, 0)-"B-(R, 0) e (B, B) (R, 0)-"B~S, 0);

® u:(B,BRRMA, a)=>(R,0)ev:(A, a) (B, B)— (S, o) sono due ap-
plicazioni bilineari e continue, soddisfacenti le due condizioni sequenti:

1. VaeA, VbeB, Vo' e A v(a®b)-a'=a-ubd®@a’);

2. VbeB,VaecA,Vb'eB u(b®a)b' =b-v(a®b"').

Con l'usuale convenzione di scrivere (b, a) in luogo di u(b a) e [a, b] in luogo di
v(a ®@b), le condizioni 0.3 e 0.4 della Definizione 0.2 assumono il consueto aspetto

[a,bla’'=a(b,a’) e (b,a)b' =bla,b'].

E importante osservare che ogni (4, a) e CLT-(R, o) definisce un contesto
di Morita topologico ((R, 0),(S, 0),(4, a),(B,B), u,v) in cui (S,0)=
CEnd%(A, a), (B, ) = CHom%((A, a),(R, 0)), e le mappe u e v sono definite co-
me nel caso classico. Esso si dira il contesto di Morita topologico generato da
A4, a).

Sia (R, 0),(S, 0),(4, a),(B, B), u, v) un contesto di Morita topologico, e sia-
no ii:(B, B) ®UA, a) = (R, o) e ¥:(4, a) ®%(B, B)— (S, 0) i morfismi conti-
nui canonicamente associati a u e v, rispettivamente. Si dimostra che se u (risp., v)
ha immagine densa in (R, @) (risp., in (S, 0), allora u (risp., ¥) & un isomorfismo
topologico. Cid motiva la seguente
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DEFINIZIONE 3. — Un contesto di Morita topologico (R, o), (S, 0), (A, a),
(B, B), u, v) si dice denso se u e v hanno entrambe immagine densa.

Da quanto detto, si ricava facilmente il seguente

TEOREMA 1. - Sia (R, 0),(S, 0),(A, a),(B, B), u, v) un contesto di Morita
topologico denso; valgono 1 futtt sequenti:

1. la coppia di funtori

~®%(B, B): CLT-(R, 0) — CLT-(S, 0)

~®4A, a): CLTS, 0) —>CLT(R, o)

e un’equivalenza di categorie;

2. vi ¢ un isomorfismo reticolare fra il reticolo degli ideali destri chiust di
(R, o) e il reticolo degli S-sottomoduli chiust di (B, B), che subordina un iso-
morfismo tra il reticolo degli ideali bilater: chiusi di (R, o) e il reticolo dei sot-
to-(R, S)-bimoduli chiusi di (B, f3);

3. vi é un isomorfismo reticolare fra il reticolo degli ideali sinistri chiust
di (R, @) e il reticolo degli S-sottomoduli chiusi di (A, a), che subordina un iso-
morfismo tra il reticolo degli ideali bilateri chiust di (R, @) e il reticolo dei sot-
to-(S, R)-bimoduli chiusi di (A, a);

4. fatti analoght a 2 e 3 valgono per (S, o), ma scambiando i ruoli di
(4, a) e di (B, p); di conseguenza, 1 reticoli degli ideali bilateri chiusi di (R, o)
e di (S, o) sono isomorfi.

Da questo teorema si riottiene immediatamente il risultato principale di [4],
che era a sua volta un’ampia generalizzazione del risultato principale di [5]. Ov-
viamente, 'equivalenza del punto 0.6 pud anche rappresentarsi per mezzo di fun-
tori CHom®.

Continuando il parallelo con la teoria classica, diamo la seguente

DEFINIZIONE 4. — (P, ¢) e CLT-(R, 9) si dice un progeneratore topologico e
esso ¢ topologicamente finitamente generato (cioé, per ogni suo sottomodulo
aperto P', il quoziente P/P' ¢ f. g. in Mod-R), ¢ un generatore di CLT-(R, o) nel
senso della teoria delle categorie, e il funtore

CHomj ((P, ¢), —) : CLT-(R, o) = CLT-Z

(dove Z, Vanello degli interi, ha la topologia discreta) preserva gli epimorfi-
smi.

Si dimostra che il contesto di Morita topologico generato da un progenera-
tore topologico & denso, sicché per esso vale il Teorema 1. Pertanto, un proge-
neratore topologico (P, ¢) e CLT-(R, ¢) determina un’equivalenza di categorie
(anche di pid, vedi Teorema 2) fra CLT-(R, o) e CLT-(S, o), dove (S, o) =
CEndg(P, ¢).

E vero che ogni equivalenza fra CLT-(R, ¢) e CLT-(S, o), dove (R, o) e (S, o)
sono due anelli Lt. a destra e completi, & determinata in questo modo da un progene-
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ratore topologico? Purtroppo, non siamo riusciti a rispondere a questa domanda in
tutta la sua generalitd; abbiamo pero potuto appurare che la risposta e «si» per una
interessante classe di equivalenze, che abbiamo chiamato equivalenze topologiche.
Tali equivalenze possono essere descritte mediante diverse condizioni equivalenti,
una delle quali & la seguente: un’equivalenza fra CLT-(R, ¢) e CLT-(S, o) é topolo-
gica se manda moduli discreti in moduli discreti (¢ sufficiente che cio sia vero in un
verso, e allora sard vero anche nell’altro). Sapere se cido accade sempre, se, ciog,
quali che siano gli anelli Lt. a destra e completi (R, @) ed (S, 0), ogni equivalenza
fra CLT-(R, ¢) e CLT-(S, o) sia topologica, & un interessante problema aperto.

TEOREMA 2. — Sia (R, 0) un anello Lt. a destra e completo.

1. Se (P, ¢e)eCLT-(R, o) é wun progeneratore topologico e (S, o) =
CEnd% (P, ¢), Uequivalenza fra CLT-(R, o) e CLT-(S, o) determinata da (P, ¢€) é
topologica.

2. Viceversa, data wun’equivalenza topologica (F, §) fra CLT-(R, ) e
CLT-(S, 0), dove (S, 0) € un anello lLt. a destra e completo, e posto (P, €) =
G(S,0) e (Q,0) =FHAR, 0), (P,e) e (Q, L) sono progeneratori topologici di
CLT-(R, ¢) e CLT-(S, o) rispettivamente, (S, o) =CEndi(P,¢) e (R, )=
CEnd(Q, &) topologicamente, e F= —®%(Q, &) e §= —Q%(P, &) topologica-
mente.

Esempi di contesti di Morita topologici erano gia noti in letteratura in diversi
casi particolari. Il piti semplice di tutti & forse quello degli anelli di matrici infinite
studiato in [5], e la sua generalizzazione al caso degli anelli topologici di matrici
infinite, data dall’autore nella sua tesi di laurea. Un altro caso importante & quello
degli ideali generati da idempotenti densi, studiato dall’autore nel gia citato lavo-
ro [4]. Sfruttando alcuni risultati di [2], si dimostra che anche le equivalenze stu-
diate da Fuller nel suo gia classico lavoro [1] sono un esempio di contesto di Mo-
rita topologico.
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