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Un complemento al principio variazionale di Ekeland
e sue applicazioni.

FiLipP0 CAMMAROTO

1. - Introduzione.

Sin dalla sua apparizione, il principio variazionale di Ekeland ha assunto, gra-
zie alla sua estrema generalitd e maneggevolezza, un ruolo primario tra gli stru-
menti-chiave utilizzati in diversi settori dell’analisi matematica odierna. L’analisi
non-lineare, I'analisi convessa, il calcolo differenziale generalizzato, il calcolo del-
le variazioni, la teoria del controllo e dell’ottimizzazione sono solo aleuni dei campi
in cui il principio di Ekeland trova importanti applicazioni.

Siano (X, d) uno spazio metrico completo, f : X— R una funzione ed & un nu-
mero reale positivo. Si ponga:

Ep.={yeX: fly) <flx)+ed(x,y) VeeX,x=y}.

11 classico principio variazionale di Ekeland afferma che, per ogni € >0 ed ogni
x, € X soddisfacente la condizione f(x,) < ir)}f f+ ¢, esiste un punto y, e Ky, tale

che f(y,) < f(x,) e d(x,, y,) < 1. Pertanto, il principio variazionale di Ekeland ga-
rantisce, in particolare, che, nelle ipotesi dette, I'insieme E . & non vuoto per ogni
e>0.

Nel contesto degli spazi di Banach, a partire da questo risultato, abbiamo sta-
bilito una proprietd qualitativa dellinsieme E; , pur tralasciando I'aspetto della
localizzazione presente invece nella tesi del principio di Ekeland. Tale proprieta
qualitativa & espressa nel Teorema 1 del prossimo paragrafo.

2. — Il complemento al principio di Ekeland.

TEOREMA 1. — Stano X uno spazio di Banach reale ed f : X — R una funzione
semicontinua inferiormente e limitata inferiormente. Supponiamo che

Sfx)

lim sup —+~ < + .
lell—+ e |l

Allora, per ogni ¢ > lim sup 1@

~—, Vinviluppo convesso dell'insieme E . é den-
soin X e~ + o el
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L’importanza di questo risultato risiede nel significato che assume di volta
in volta I'insieme Ej, . nelle applicazioni.

3. - Applicazioni.

Un classico risultato strettamente legato al principio variazionale di Ekeland
e il teorema di punto fisso di Caristi il quale afferma che, se f & una funzione di
uno spazio di Banach in sé, e se ¢ & un funzionale non negativo, semicontinuo infe-
riormente su X tale che

|z = f@)|| < p(x) — @(f(x))

per ogni x X, allora f ha almeno un punto fisso.
In questo contesto, cio & dovuto al fatto che, per ogni £€]0, 1], si ha

E; c{xeX: fx)=2x}.

Pertanto, utilizzando il Teoréema 1, si ottiene il seguente pili preciso risultato.

TEOREMA 2. - Sia X uno spazio di Banach reale e sia f : X — X una data fun-
zione. Se esiste un funzionale @, limitato inferiormente e semicontinuo infe-
riormente su X, soddisfacente le condizioni

lim sup ?@ <1
lell—+ [l

e = f(@) || < p(a) — @(f())

per ogni x € X, allora Uinviluppo convesso dell’insieme dei punti fissi di f é den-
so i X.

Un altro dei risultati piti importanti che scaturisce dal principio di Ekeland ri-
guarda i funzionali derivabili secondo Géateaux. Precisamente, se f & un funzionale
semicontinuo inferiormente, limitato inferiormente e derivabile secondo Gateaux
su uno spazio di Banach reale X, allora, per ogni ¢ > 0, l'insieme

{reX:[f'@lx-<e}

(ove f' & la derivata secondo Géiteaux di f) & non vuoto.
In tale contesto, cio deriva dalla seguente inclusione

Ei . c{xeX:|f @)l se}.

Pertanto, alla luce del Teorema 1, si pud ottenere adesso un risultato pii
preciso.
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TEOREMA 3. — Sia X uno spazio di Banach reale, e sia f un funzionale semi-
continuo inferiormente, limitato inferiormente e derivabile secondo Gdteaux su
X soddisfacente la condizione

lim sup < +oo.
el -+ Hxll

Allora, per ogni &> lim sup——- 1@

, Uinviluppo convesso dell’insieme
>+ oo ol

x+ < ¢}

¢ denso in X.
A partire da questo risultato & possibile ricavare il seguente corollario.

TEOREMA 4. ~ Sia X uno spazio di Banach reale, e sia f un funzionale semi-
continuo inferiormente, limitato inferiormente, derivabile secondo Gdteaux su
X e tale che il funzionale | f'(-)|lx+ sia quasi convesso e semicontinuo inferior-
mente su X. Allora, st ha

f(@)

s < hm sup
>+ Jall

sup |f" (@)

Applicando opportunamente il Teorema 4, € stato ricavato un teorema «alla
Liouville» per funzioni armoniche definite su domini esterni. Infatti il classico
teorema di Liouville non & valido per funzioni armoniche definite su tali domini,
come si vede facilmente considerando > 0 e la funzione f : R?\ B(0, ) =R defi-
nita da

X —
[, y) = iy V(x, y) e B(0, 1),

che risulta essere armonica e limitata inferiormente ma ovviamente non costante.
Risulta naturale, pertanto, porsi il problema di trovare condizioni aggiuntive sulla
funzione per garantire la validitd della tesi del teorema di L10uv1lle 1 rlsultato
che é stato stabilito in questa direzione e il seguente.

TEOREMA 5. — Sia K un compatto convesso di R® e sia f: R®*\K—R
una funzione armonica e limitata inferiormente. Supponiamo inoltre che

@, y)

1 S, y)
1) I D1+ [, )|

Condizione mnecessario. e sufficiente affinché la funzione f sia costante &
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che

|Vf@, 9) | |V, 9) | < |V, ) |?
per ogni (x, y) e RZ\K.

La prova di questo risultato poggia sia sul Teorema 3 (o0 meglio su una sua va-
riante per funzioni definite su complementari di insiemi chiusi e limitati) sia su un
classico criterio di convessita per funzioni di due variabili sia ovviamente sull’ar-
monicitd della funzione.

Al presente, non sembra noto se il Teorema 5 continui a sussistere senza I'ipo-
tesi (1).
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