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Semicontinuità inferiore di funzionali integrali
nel caso vettoriale e buona posizione

nel calcolo delle variazioni.

SILVIA BERTIROTTI

1. – Introduzione.

I risultati ottenuti forniscono un contributo allo studio di due differenti pro-
blematiche nel Calcolo delle Variazioni. La prima è il ben noto problema della se-
micontinuità inferiore di funzionali integrali e l’altra riguarda la buona posizione
dei problemi di minimo globale. Infine studio la buona posizione per problemi vin-
colati in un contesto astratto proponendo una definizione di buona posizione che
rafforza la nota nozione di buona posizione secondo Levitin-Polyak.

2. – Semicontinuità inferiore di funzionali integrali nel caso vettoriale.

Le semicontinuità inferiore di una funzione in generale equivale alla chiusura
dei sottolivelli della funzione rispetto ad una determinata topologia sul dominio.
In particolare dimostro la semicontinuità inferiore, rispetto alla topologia debole
sul dominio, del funzionale

F(u) 4s
V

f (u(x), det Du(x) ) dx(1)

dove V è un aperto limitato di RN, u�W 1, q (V , RN ) e f è un’ integranda
convessa.

Considero il problema con ipotesi di minore regolarità per l’integranda; in
particolare assumo che l’integranda convessa f sia semplicemente misurabile ri-
spetto alla prima variabile e considero f tale che f (s , t) 41Q se e solo se tG0,
mentre nei risultati noti in letteratura l’assunzione f (s , 0 ) E1Q per ogni s è di
fondamentale importanza. Il teorema di semicontinuità è quindi un risultato ori-
ginale. Le condizioni considerate sull’integranda sono usualmente verificate dalle
integrande dei funzionali dell’energia, considerati nell’ambito dell’elasticità non
lineare.
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3. – Buona posizione nel calcolo delle variazioni.

La questione è direttamente collegata al problema della stabilità delle solu-
zioni dei problemi variazionali rispetto a perturbazioni delle integrande (con dati
al bordo fissati) proposto da Ulam in [3] (p. 68) ed ha rapporti con i risultati classi-
ci di epi-convergenza per funzionali integrali, i quali però garantiscono la sola
convergenza debole delle soluzioni. Queste problematiche sono affrontate attra-
verso gli strumenti della teoria della buona posizione applicati a problemi di mini-
mo globale per funzionali integrali del tipo

F(u) 4s
V

f (x , u(x), ˜u(x) ) dx(2)

definiti su uno spazio di Sobolev W 1, q
0 (V), dove V è un aperto limitato di RN.

In sintesi un problema si dice ben posto se la soluzione, oltre ad esistere ed es-
sere unica, dipende con continuità dai dati del problema (buona posizione secondo
Hadamard). Negli anni sessanta A. Tikhonov introdusse un concetto nuovo di
buona posizione: un problema è ben posto se la soluzione esiste ed è unica, e se
ogni successione minimizzante converge ad essa.

Esistono solo pochi risultati di buona posizione nella teoria classica (si veda ad
esempio il Capitolo VIII in [1]). Io considero una definizione di buona posizione
che comprende entrambe le definizioni precedenti. Questa nozione, che tiene con-
to degli effetti di perturbazioni parametriche di un dato problema di ottimizzazio-
ne, è nota come buona posizione per perturbazioni ed è stata introdotta in [4]. Es-
sa consiste nell’immersione del problema di minimo in una famiglia di problemi
dello stesso tipo, denotata con (W 1, q

0 (V), I(Q , p) ) e parametrizzata dagli elementi
p di uno spazio dotato di una struttura di convergenza e richiede la convergenza
delle successioni asintoticamente minimizzanti vn (i.e. I(vn , pn )2 inf I(Q , pn ) K0,
per nK1Q), al punto di minimo del problema non perturbato.

Recenti risultati di A. D. Ioffe e A. J. Zaslavski [2] dimostrano che i problemi
variazionali sono “genericamente” ben posti rispetto ad una topologia relativa alla
convergenza uniforme modulo una data crescita.

Più precisamente ho studiato la “più debole” struttura di convergenza, sullo
spazio delle integrande, che garantisca la convergenza forte (nell’appropriato
spazio di Sobolev) delle soluzioni approssimate, alla soluzione esatta del problema
originale. Per questo è necessario introdurre una nuova nozione di convergenza
variazionale che risulta essere un indebolimento della epi-convergenza:

DEFINIZIONE 1. – Siano J , Jn : XK (2Q , 1Q]. Si dice che Jn convergono

variazionalmente a J, Jn K
VAR

J , se e solo se

1. xn Kx implies lim inf
n

Jn (xn ) FJ(x),

2. per ogni x�X esiste una successione xn tale che lim sup
n

Jn(xn)GJ(x).
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Nel caso N41 dimostro che, per perturbazioni additive dell’integranda che
non coinvolgono la variabile derivata e rispetto alla convergenza variazionale il
problema risulta ben posto per perturbazioni.

Più precisamente dimostro che un problema ben posto secondo Tikhonov ri-
sulta anche ben posto per perturbazioni dell’integranda legate alla convergenza
variazionale dei rispettivi funzionali integrali. Pertanto le nuove integrande non
sono necessariamente vicine a quella del problema originale nella metrica unifor-
me e questo consente di ampliare la classe delle perturbazioni ammissibili.

Si osserva inoltre che si sono considerate integrande localmente lipschitziane
e non è stata fatta alcuna ipotesi di stretta convessità sulle integrande rispetto al-
l’ultima variabile, né di regolarità.

Ho proposto poi risultati di buona posizione del problema di minimo anche per
la classe degli integrali multipli definiti su uno spazio di funzioni a valori reali. As-
sumendo qEN, la maggiore difficoltà consiste nel fatto che l’immersione dello
spazio W 1, q

0 (V) in C(V) non risulta compatta e pertanto, sebbene le successioni
asintoticamente minimizzanti risultino compatte, non si ha alcuna informazione
riguardo alla limitatezza puntuale delle stesse. Supero questa difficoltà costruen-
do una nuova successione limitata in L Q, che risulta ancora asintoticamente mini-
mizzante ed è vicina all’originale nelle norma W 1, 1. Il principale strumento di
questa costruzione è il principio variazionale di Ekeland. Ottengo quindi la con-
vergenza forte in W 1, 1 delle successioni asintonticamente minimizzanti al punto
di minimo del problema non perturbato.

Inoltre, nel caso che V sia un intervallo, ho proposto una condizione sufficien-
te, più debole dell’ipotesi di stretta convessità, che garantisce la buona posizione
nel senso di Tikhonov del problema di minimo per funzionali del calcolo delle va-
riazioni; per due classi di funzionali riesco ad ottenere una stima a priori della so-
luzione ottimale e della sua derivata, che permette di dimostrare il risultato di
buona posizione secondo Tikhonov in ipotesi di convessità locale.

Infine, dal momento che in letteratura sono noti criteri per ottenere la epi-
convergenza di una successione di funzionali solo in ipotesi di convessità, ho defi-
nito un’opportuna convergenza sulle integrande atta a garantire la convergenza
variazionale della successione dei corrispondenti funzionali integrali non neces-
sariamente convessi. Tale nozione di convergenza non è confrontabile con la con-
vergenza puntuale.

4. – Buona posizione secondo Levitin-Polyak.

In ambito astratto studio la buona posizione di problemi di minimo vincolati.
Denoto con (A , F) il problema di minimizzare la funzione F rispetto al vincolo A.
In molti casi diventa necessario prendere in considerazione l’andamento della
funzione F in un intorno del vincolo (come succede in alcune note tecniche di cal-
colo). Levitin e Polyak per primi considerarono successioni minimizzanti per
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(A , F) che violano il vincolo A. In questa tesi introduco una definizione di buona
posizione per il problema vincolato che generalizza quella di Levitin e Polyak in
quanto permette di considerare anche perturbazioni del vincolo stesso. Definisco
questa nuova nozione con il nome di buona posizione secondo Levitin-Polyak per
perturbazioni.

Essa consiste nell’immergere il problema originale (A , F) in una famiglia di
problemi vincolati (Ap , I(Q , p) ) parametrizzata dagli elementi di uno spazio metri-
co. Inoltre occorre tenere presente che la successione I(xn , pn )2 inf (Apn

, I(Q
, pn ) ), per particolari successioni asintoticamente minimizzanti xn può assumere
valori anche negativi.

Quindi dimostro una caratterizzazione geometrica della buona posizione se-
condo Levitin-Polyak per perturbazioni simile alla ben nota caratterizzazione
data da Furi e Vignoli per la buona posizione di Tikhonov.
Infine fornisco un’ ulteriore caratterizzazione della buona posizione del problema
(A , F) attraverso una stima del modulo di buona posizione.
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