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Stabilita e stabilizzabilita di sistemi non lineari discreti.

ALESSANDRA BIGLIO

1. — Introduzione.

La tesi si situa nell’ambito della teoria matematica dei controlli; in particolare,
si studiano sistemi dinamici la cui evoluzione e osservata ad intervalli di tempo re-
golari. Tali sistemi sono governati da equazioni alle differenze finite del tipo

)] W 1 = (o, uy)

dove ke IN (con N si intende l'insieme dei numeri naturali, zero incluso), f : R" X
R™—R" e f(0, 0) = 0. Si osserva che il comportamento del sistema non dipende
soltanto dallo stato iniziale x,, ma anche da una sequenza di segnali in ingresso
u = {ug, uy, U, ...} Se u, = 0 per ogni k e N il sistema si dice isolato e I'origine &
un punto di equilibrio.

II cosiddetto metodo di Liapunov assicura la stabilita (semplice o asintotica) di
punti di equilibrio, oppure la stabilita nel senso di Lagrange di un sistema isolato,
purché si possa garantire l'esistenza di una funzione V con certe caratteristiche,
tra cui la continuita. Si pud mostrare che tali teoremi, ad eccezione di quello sulla
stabilita asintotica, non sono invertibili, in quanto non & possibile trovare una fun-
zione di Liapunov continua per alcuni sistemi stabili (o stabili nel senso di La-
grange). Auslander e Seibert ([1]) hanno mostrato che, per sistemi isolati in tem-
po continuo, 'esistenza di una funzione di Liapunov continua & equivalente ad
una stabilita di un tipo piu restrittivo, chiamata stabilita assoluta. Per caratteriz-
zarla, essi hanno utilizzato il concetto di prolungazione, proposto da T. Ura.

In questa tesi, si & cercato di estendere alcuni risultati relativi alla stabilita dei
sistemi non lineari in tempo continuo al tempo discreto e ai sistemi con ingressi.
La difficolta principale in questa trasposizione sta nel fatto che le traiettorie non
sono, come ovvio, connesse e quindi I'estensione dei risultati e, in certi casi, anche
delle definizioni, ha richiesto nuove impostazioni e risoluzioni.

2. — Prolungazioni per sistemi in tempo discreto.

Sia ¢(k; xy, u) la soluzione del sistema (1) uscente da x,, associata alla succes-
sione di ingressi u = {ug, u;, Uy, ...} € osservata al tempo k; siano A(k, x) l'insie-
me raggiungibile da x al tempo k e A(x) = kUN A(k, x) I'insieme raggiungibile da

2. La mappa multivoca A : x+— @Q(x) & chiamata mappa raggiungibile.
Sia ) una mappa multivoca da R" in sé (le potenze di Q sono definite per ricor-
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renza: Q"(x) = Q(Q" 1 (x)) e Q°(x) = Q(x)). Si definiscono due operatori su map-
pe multivoche:

@) DQ@) = U Q®B(x, 0), Q@) := U Q")
dove B(x, 0) e la sfera di centro x e raggio 6 >0 nello spazio R”.

DEFINIZIONE 1. — Una prolungazione ¢ una mappa multivoca @ tale che
(PC1) per ogni x e R" st ha A(x) c Q(x);
(PC2) MQ =Q;

(PC3) se A ¢ un insieme compatto e x € A, esiste un compatto BOA tale
che Q(x) cA oppure Q(x) N (B\A) Z0.

La proprieta (PC3) differisce dal caso continuo ([1]) in quanto le traiettorie
non sono insiemi connessi e non si puo garantire che esse intersechino la frontie-
ra di un compatto. Si puo mostrare che se gli ingressi sono limitati, cioe apparten-
gono ad un insieme compatto di R™, ed f & continua, la mappa raggiungibile @ &
una mappa multivoca con la proprieta (PC3). Se scegliamo un numero positivo R
ed una sequenza di ingressi |jul|, < R, (dove ||u| ., & la norma [ * per la successione
u) denotiamo la mappa raggiungibile con Ap: si pud mostrare che M Ay € una pro-
lungazione controllata. Definiamo

Dy g := OXSAp)

la prima prolungazione controllata di @ dove ||jul|.. <R.
Sia o un numero ordinale. Per induzione transfinita definiamo

D, pi= @[ﬁga(sz)w)].

Nel caso di sistemi isolati abbiamo ||u||, = 0; in tal caso omettiamo il pedice 0.

Si pud mostrare che tali prolungazioni danno origine ad insiemi via via pil
grandi, e tale crescita si arresta certamente con la prolungazione D, g, dove y e il
primo ordinale non numerabile.

Un sistema con ingressi della forma (1) si dice uniformemente stabile nel sen-
so bounded-input-bounded-state (acronimo: UBIBS) rispetto all'ingresso (consi-
derato come un segnale di disturbo) se per ogni R > 0 esiste S > 0 tale che per
ogni condizione iniziale x, e per ogni successione limitata di ingressi u =
{wg, Uy, ...} si abbia che

se |2| SR e |jufl.. <R allora |¢(k; 2y, u)| <S per ogni keN.
DEFINIZIONE 2. — Una funzione di Liapunov per il sistema (1) € una mappa
V:R"—=R con le proprieta sequenti:

(H1) per ogni R >0 esiste o0 >0 tale che V(f(x, u)) — V(x) <0 per ogni
|z| =0 e ogni |u].. <R.
(H2) V e radialmente illimitata.
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Nella tesi mostriamo che 'esistenza di una funzione di Liapunov continua im-
plica la stabilita UBIBS del sistema (1). Si osserva che l'implicazione inversa &
falsa: come controesempio si puo considerare il sistema

3) Xy 1= X + sinwy.

Si pud mostrare che l'esistenza di una funzione di Liapunov continua & equiva-
lente ad un tipo di stabilitd piu forte:

DEFINIZIONE 3. — Il sistema (1) é assolutamente stabile nel senso bounded-
mput-bounded-state (acronimo: ABIBS) se per ogni R >0 esiste S > 0 tale che,
se |lull. <R, allora

D, r(B(R)) c B(S),

dove y ¢ il primo ordinale non numerabile.

Tale equivalenza € uno dei risultati principali contenuti nella tesi (in (1) f e
continua).

Nel caso di sistemi isolati la stabilita UBIBS si traduce nella stabilita nel sen-
so di Lagrange, mentre la stabilita ABIBS si traduce in una stabilita Lagrange
assoluta. Un discorso simile puo essere fatto per sistemi isolati: fu proprio questo
il caso studiato in [1] per sistemi in tempo continuo. Sappiamo che l'origine & sta-
bile per il sistema isolato se per ogni ¢ > 0 esiste 6 > 0 tale che per ogni x, con
|g| <O e per ogni intero k si ha |p(k; xy) | <e, dove @(k; xy) € la soluzione
uscente da x, osservata al tempo k. Il seguente risultato & un caso particolare di
uno dei risultati contenuti nella tesi:

TEOREMA 1. — L'origine ¢ assolutamente stabile per il sistema isolato, cioé
D,(0) = {0}, se e solo se esiste una funzione continua definita in un intorno
positivamente invariante dell’origine H con le proprieta:

(L1) per ogni € >0 esiste 1 >0 tale che V(x) > 1 se x ¢ B(e);
(L2) per ogni A >0 esiste n >0 tale che V(x) <1 se xe B(n);
(L3) se xe H ¢ ke N allora V(p(k; x)) < V(x).

3. — Stabilizzabilita di sistemi affini nel controllo.
Ricordiamo che il sistema (1) & stabilizzabile se esiste una funzione u(x), con
u#(0) =0, tale che il sistema autonomo

4) 4 1 = f (o, w(ay))
sia asintoticamente stabile.
Consideriamo il sistema in tempo discreto lineare nel controllo

) P+ 1 = (@) + g(ay) wy
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con f(0) =0, x,e R", u, e R™, dove f : R"—=R" e g : R*—R™ "™ sono funzioni con-
tinue su R". In [2], Jurdjevic e Quinn trovano, per un sistema in tempo continuo e
lineare nel controllo per cui esiste una funzione di Liapunov Ve C?, che un feed-
back stabilizzante e del tipo u(x) = —VV(x) g(x) sotto opportune ipotesi sulle
funzioni V, fe g.

Proponiamo un analogo di [2] in tempo discreto, osservando che le condizioni
(H1) e (H2) sono la traduzione nel caso del tempo discreto delle ipotesi presenti
nel lavoro citato, mentre (H3) e (H4) si rendono necessarie nel caso discreto; inol-
tre occorre richiedere che Ve C2.

TEOREMA 2. — Consideriamo il sistema tn tempo discreto (5): se

(H1) esiste una funzione V:R"—R definita positiva, Ve C?(R"), tale
che

V(flx)) —V(x) <0,
(H2) gl insiems

A= {xeR"tali che V(f*'(x)) =V(fi(xx)) per i=0,1, ...}

B={xeR"tali che VV(f"1(x)) g(f(x)) =0 per i=0,1, ...}
soddisfano AN B = {0},

(H3) esiste una costante positiva M, tale che Hg(x)H$M1 per ogni
xeR",

(H4) esiste una costante positiva M, tale che |HV(x)| < M, per ogni x e R"
dove HVeR"*" ¢ la matrice hessiana di V, allora esiste un numero reale @
strettamente positivo tale che, per ogni a con 0 <a <a il feedback continuo
u(x) = —a[VV(f(x)) gx)] dove t indica loperazione di trasposizione, stabiliz-
za il sistema (5).
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