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Metodi cinetici nello studio qualitativo di problemi
di evoluzione nonlineari con convezione e diffusione.

Rita CAVAZZONI

Nel presente lavoro abbiamo sperimentato 1'uso di tecniche cinetiche nello
studio del comportamento asintotico in tempo di una classe di equazioni con con-
vezione e diffusione e nell’analisi di modelli di perturbazione singolare per equa-
zioni paraboliche nonlineari in piti dimensioni. Prima di esporre in dettaglio i pro-
blemi affrontati, indichiamo le ragioni principali che hanno indotto all’'uso di tec-
niche cinetiche.

Uno degli aspetti fondamentali nello studio dell’equazione di Boltzmann é I'a-
nalisi delle proprieta di scaling. Studiando il limite idrodinamico per I'equazione
di evoluzione di Boltzmann, si dimostra che da uno scaling spazio-temporale si de-
riva il limite asintotico dell’equazione, quando il cammino libero medio tende a
zero. Il risultato principale ¢ il passaggio dalla descrizione mesoscopica della teo-
ria cinetica a quella macroscopica della teoria del continuo. Questo passaggio &
descritto usualmente dalle relazioni asintotiche tra le soluzioni dell’equazione di
Boltzmann e le soluzioni delle equazioni di Eulero e di Navier-Stokes.

Inoltre, la deduzione di equazioni di diffusione come limite idrodinamico di
modelli di particelle & un problema largamente studiato.

Recentemente, metodi di approssimazione basati sui cosiddetti schemi di ap-
prossimazione cinetica, che rappresentano la struttura microscopica, sono stati
usati per provare risultati di esistenza per sistemi di leggi di conservazione. In
generale, ci sono pill soluzioni deboli al problema ai valori iniziali e si devono ri-
chiedere condizioni supplementari, per selezionare un’unica soluzione debole con
buone proprieta matematiche (soluzioni entropiche).

Nella prima parte della tesi, abbiamo mostrato come il comportamento asinto-
tico in tempo della soluzione al problema di Cauchy per una classe di equazioni
con convezione e diffusione puo essere derivato attraverso lo studio di un oppor-
tuno funzionale convesso nonnegativo, naturalmente correlato all’equazione.

La seconda parte tratta lo studio del limite di rilassamento di sistemi iperboli-
ci semilineari verso leggi di conservazione diffusive.

Da un punto di vista fisico, 'approssimazione proposta corrisponde a uno sca-
ling parabolico delle variabili (x, ¢) in (%, %), nelle equazioni cinetiche.
&

Descriviamo ora in dettaglio i problemi studiati.

1 - Comportamento asintotico di una classe di equazioni con convezione e
diffusione.

Abbiamo studiato un problema di Cauchy per la seguente classe di equazioni
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con convezione e diffusione:

2
Su _ S -1 St reR, t>0;
1) ot Ox? o
u(x, 0) = uy(x) reR;

con p = 2. Il comportamento asintotico dell’equazione (1) per dati iniziali in L' &
stato determinato in [3] da Escobedo e Zuazua. Adottando un approccio comple-
tamente differente, ovvero il metodo dell’entropia sviluppato in [2] per I'equazio-
ne dei mezzi porosi, abbiamo studiato il comportamento asintotico della soluzione
di (1) per dati iniziali nonnegativi e in LY(R).

Effettuando uno scaling dipendente dal tempo, ricaviamo un’equazione di tipo
Fokker-Planck nonlineare, correlata all’equazione precedente

1
_:_|:_+9m)_e(2p)t_vp:| xER, t>0’
@) p

l v(x, 0) =vy(x) xeR.
La soluzione v al problema (2) appartiene allo spazio

C((0, %); W*1(R)) N C*((0, %); LI(R))

con qge (1, o). Per ogni ¢, > 0, valgono le seguenti stime sulla soluzione v

) { o) [lyr.e < Clq, ) Vt>t,, Ygell, o],

[v®)|.<C. Vt>0.

Inoltre, notiamo che la massa si conserva.

Nel caso p =2, il comportamento asintotico dell’equazione e determinato da
una opportuna soluzione stazionaria di (2), che indichiamo con v,,. Nel caso p > 2,
invece, il comportamento asintotico dell’equazione (1) dipende da una soluzione
stazionaria dell’equazione di Fokker-Planck, vale a dire dell’equazione (2) senza
termine nonlineare.

Abbiamo definito il seguente funzionale convesso nonnegativo per la soluzione
v del problema (2)

) L(i) :f( v, ) _1_10g_v(ac,t) )e‘”z/zdac.

Vo | R\ s(x) Ve ()

Nel caso p =2, il funzionale L. ¢ monotono noncrescente rispetto al tempo.
Dall’espressione della derivata di L rispetto a ¢, & possibile dimostrare che esiste
una successione v(-, t;,), con t,— + oo, tale che v(x, t,) = v, (x), q.0. xe R per
t,— + 0. Nel caso p > 2, non si puo dire che L sia monotono noncrescente rispet-
to a ¢ lungo la soluzione v. Nonostante cio, sia per p = 2 sia per p > 2, proviamo
che L converge a zero per t— + o. Dopo aver dimostrato che vale la disugua-
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glianza seguente

v
® o= vl < BL (- );
dove B é un’opportuna costante, possiamo concludere con il seguente risultato sul

comportamento asintotico in tempo per la soluzione del problema (1):

(6) qu [1) OO), thm (2t + 1)1/2(171/[1)“%(90’ t) - uoo(x’ t)”Lq(R) = O’
— + ©
1

dove U, (x,t) = =V

( - ! ) ,Uoo

2. — Modelli di perturbazione singolare per equazioni paraboliche nonli-
neari.

Abbiamo studiato, dapprima nel caso particolare dell’equazione di Fisher del-
la genetica
9 1 &
@ x--29
o 2 ox
un modello di perturbazione singolare per la precedente equazione (7) dato dal si-
stema iperbolico semilineare

+0o(1—0);

0 10
_“+__”_—(v—u)+v(1—2u)
ot e Ox g2

® 0 10 1
v v
— - — = —(u—-v)+u(l-2v)
g e ox 82( ) :

dove € & un parametro positivo.

Il problema di rilassamento per il sistema (8) & stato studiato con tecniche si-
mili a quelle usate in [4], anche se 'analisi di (8) presenta alcune notevoli diffe-
renze. Infatti, a causa del termine di sorgente, in questo caso non valgono la con-
servazione della massa e principi di entropia, che sono alla base dello studio con-
dotto in [4].

Successivamente, in un contesto teorico generale, abbiamo studiato un siste-
ma di rilassamento per la seguente classe di equazioni paraboliche degeneri:

d
) diu + 21 3, [A;(w)] = A, [Bw)] +g(w),  (x,t) eR"x (0, »),
=

con condizione iniziale

(10) w(x, 0) =up(x), xeR?.

Poniamo le seguenti ipotesi per I'equazione precedente:
a) le funzioni A;, B sono lipschitziane,

b) B'=0,

c¢) la funzione g & localmente lipschitziana e g(0) =
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Seguendo l'idea introdotta da Natalini in [1] e in [5], abbiamo proposto un mo-
dello di perturbazione singolare per la classe di equazioni (9) costituito da sistemi
semilineari di leggi di conservazione.

Sia N=1fissatoeperi=1, ..., N, ¢ >0, sia f{ la soluzione al seguente pro-
blema di Cauchy

an S fi +Ed:1 ViiOnfi = %(Mi(«f, u®) —fE) + a;g(us),
con valore iniziale
(12) fixe, 0)=fp; (@), i=1,...,N,
dove
N 0,
©) u(x, t)=i§,1ff(90,t) e g :=Aij+$,

N Precisiamo che 4, GijeRN x R? sono costanti fissate; a;eR sono tali che
> a;=1eM:[0,1]x R—>R" & una funzione lipschitziana e monotona nonde-
i=1

crescente nella seconda variabile.

Abbiamo provato che la successione % ° tende a una funzione limite « in un op-
portuno spazio funzionale, per e —0 e che u € una soluzione debole del problema
(9). Inoltre, si dimostra che « & I'unica soluzione entropica al problema (9)-(10),
cioe u soddisfa le condizioni affinche il problema di Cauchy per 'equazione para-
bolica degenere (9) sia ben posto.
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