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Disegni divisibili e loro automorfismi.

CINZIA CERRONI

1 – Nozioni preliminari.

In questa tesi ci siamo occupati di costruire t-disegni divisibili. Essi costitui-
scono una generalizzazione dei t-disegni classici. Infatti, un t-disegno divisibile è
una terna (X , B, R), dove X è un insieme finito, R è una partizione di X , i cui ele-
menti hanno tutti la stessa cardinalità, B è una famiglia di sottoinsiemi di X ,
aventi tutti la stessa cardinalità, con la proprietà che ciascuno di essi interseca
ogni elemento della partizione in al più un punto. Inoltre, preso comunque un t-
sottoinsieme, che interseca ogni elemento della partizione in al più un punto, esi-
stono esattamente l elementi di B che lo contengono. Pertanto, un t-disegno divi-
sibile nel quale ogni elemento di R ha cardinalità uno, è un t-disegno. Una parti-
colare importanza hanno i 2-disegni divisibili con l41, infatti da essi si costrui-
scono i “Balanced Incomplete Block Design" (BIBD) (cfr. [1]). È da osservare che
buona parte dei 2-disegni divisibili costruiti in questo lavoro hanno l41. Inoltre,
i metodi utilizzati per produrli fanno tutti uso di costruzioni geometriche, e forni-
scono classi infinite di t-disegni divisibili. Questo tipo di strutture geometriche ha
particolare importanza applicativa nel campo della teoria dei codici (cfr. [5]).

Nel lavoro [6] è stata introdotta una tecnica per costruire t-disegni divisibili
utilizzando R-gruppi di permutazioni t-R-omogenei. In particolare, è stato dimo-
strato il seguente teorema, che è una generalizzazione del ben noto risultato di D.
R. Hughes per i t-disegni.

TEOREMA 1.1. – Sia (G , X , R) un R-gruppo di permutazioni t-R-omogeneo, e
sia NXN4v. Se B è un k-sottoinsieme R-trasversale di X , tGkEv , e B G 4
]B g Ng�G(, allora (X , B G , R), dove R è la partizione associata ad R , è un t-

(s , k , l t )-disegno divisibile con b4
NGN

NGBN
, s4N[x]N per qualche x�X , e l t 4

NGNgk
th

NGBNgv/s
t h s t

. Inoltre, (X , B G , R) ammette G come gruppo di automorfismi transi-

tivo sui punti e sui blocchi.

Quindi, per costruire t-divisibili facendo uso di questo risultato, il primo passo
è quello di determinare R-gruppi di permutazioni t-R-omogenei; il secondo passo
è quello di fissare un opportuno blocco base, ed infine quello di riuscire a calcola-
re lo stabilizzatore del blocco base fissato. Di particolare importanza, sia nella co-
struzione dei t-disegni divisibili, sia indipendentemente da essi, è quindi la deter-
minazione di R-gruppi di permutazioni t-R-omogenei. Inoltre, è chiaro che il pre-
cedente teorema è valido se per ipotesi si considera (G , X , R) un R-gruppo di
permutazioni t-R-transitivo.
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2. – Costruzione di disegni divisibili da piani di traslazione.

Ci siamo, quindi, occupati di costruire R-gruppi di permutazioni 2-R-transitivi,
utilizzando gruppi di collineazioni di piani di traslazione 2-transitivi su di un sot-
toinsieme della retta all’infinito. Infatti, in [4] è stato dimostrato il seguente
teorema.

TEOREMA 2.1. – Sia A un piano affine di traslazione, e sia T il suo gruppo
delle traslazioni. Supponiamo che A ammetta un gruppo di collineazioni G che
agisce in modo 2-omogeneo su un sottoinsieme di punti V , dove NVNF2, della
retta all’infinito lQ. Definiamo il seguente insieme di rette,

L(V) »4 ]l� A NlO lQ�V(.

Allora, se R è la relazione di parallelismo indotta su L(V), (TG , L(V), R) è un R-
gruppo di permutazioni 2-R-omogeneo.

Inizialmente abbiamo considerato i piani di traslazione desarguesiani. Essi
ammettono un gruppo di collineazioni G , isomorfo ad AGL(1, q), con q4p j , p
primo, 2-transitivo su V4 lQ 0](Q)(. Pertanto, il gruppo TG è un R-gruppo di
permutazioni 2-R-transitivo sull’insieme, L(V), delle rette del piano che hanno
come punto all’infinito un elemento di V. Come insieme di punti dei disegni divisi-
bili che abbiamo costruito usando questo gruppo, abbiamo scelto l’insieme di rette
L(V), e, come blocco base, abbiamo fissato il sottoinsieme di L(V) costituito dalle
rette per l’origine che hanno come punto all’infinito un punto che ha coordinata
appartenente ad un sottogruppo H del gruppo moltiplicativo del campo finito che
coordinatizza il piano. Abbiamo così ottenuto due famiglie di 2-disegni divisibili di
parametri (p j, p s , 1 ), con sNj , e (p j, h11, h11), dove h11 non è una potenza
di p , e NHN4h.

Successivamente, abbiamo considerato i piani di traslazione di Albert (cfr.
[1]). Essi sono gli unici piani di traslazione non desarguesiani che ammettono un
gruppo di collineazioni 2-transitivo su V4 lQ 0(Q). Quindi, il gruppo totale delle
collineazioni di questi piani è 2-R-transitivo sull’insieme L(V). Questi piani sono
coordinatizzati dall’ algebra di divisione (GF(q n ), 1 , i), dove i è il prodotto
“twisted". Come insieme di punti dei 2-disegni divisibili che abbiamo costruito, ab-
biamo considerato l’insieme L(V), delle rette del piano di Albert, che intersecano
la retta all’infinito in lQ 0(Q), e come blocco base abbiamo fissato l’insieme delle
rette per l’origine che intersecano la retta all’infinito in un punto di coordinata
(m Qe), dove m�GF(p d ), d è un intero che divide n , “Q" è il prodotto sul campo
GF(q n ) ed e è l’identità dell’algebra coordinatizzante. I 2-disegni divisibili così ot-
tenuti hanno parametri (q n , p d , 1 ) ed ammettono il gruppo totale delle collinea-
zioni dei piani di Albert come gruppo di automorfismi.

Continuando la nostra indagine, abbiamo provato che un piano di traslazione,
coordinatizzato da una generica algebra di divisione D , ammette un gruppo di
collineazioni G , 2-transitivo sul sottoinsieme (Nr (D) ) della retta all’infinito, costi-
tuito dai punti che hanno coordinata nel nucleo destro dell’algebra. È da notare
che questo risultato ha un significato indipendente nella teoria dei piani di trasla-
zione, ed inoltre fornisce una tecnica generale per costruire R-gruppi di permuta-
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zioni 2-R-transitivi e, di conseguenza, 2-disegni divisibili, a partire da piani coor-
dinatizzati da algebre di divisione. Con questa tecnica abbiamo costruito nuova-
mente 2-disegni divisibili a partire dai piani di Albert, diversi da quelli preceden-
temente costruiti.

3 – Costruzione di disegni divisibili a partire dallo spazio proiettivo
3-dimesionale.

Nel terzo capitolo, abbiamo determinato R-gruppi di permutazione t-R-transi-
tivi, a partire dallo spazio proiettivo tridimensionale PG(3 , q) di ordine q , facendo
uso di gruppi di collineazioni di piani proiettivi che agiscono in modo t-transitivo
su opportuni sottoinsiemi di rette. Più precisamente, sia G un gruppo di collinea-
zioni che agisce su un piano fissato che assumiamo come piano all’infinito di
PG(3 , q). Allora, G` G /GOZ(GL(3 , q) ), dove G GGL(3 , q). Immergiamo G nel
gruppo proiettivo generale PGL(4, q), gruppo totale delle proiettività di
PG(3 , q), come segue:

GA 4{.
`
´0

A

0 0

0

0

0

1

ˆ
`
˜

NA� G} .

Abbiamo quindi dimostrato il seguente teorema

TEOREMA 3.1. – Sia AG(3, q) lo spazio affine tridimensionale di ordine q e
sia V un insieme di rette del suo piano all’infinito E , con NVNF2. Denotiamo
con p(V) l’ insieme

P(V) 4 ]p un piano di AG(3, q)NpOE�V( .

Allora,

(i) se G è un sottogruppo di PGL(3, q) che agisce 2-transitivamente sul-
l’insieme V , il gruppo (TGA, p(V), R) è un R-gruppo di permutazioni 2-R-tran-
sitivo;

(ii) se G è un sottogruppo di PGL(3, q) che agisce 3-transitivamente sul-
l’insieme V , e se non vi sono tre rette concorrenti in V , il gruppo (TGA, p(V), R)
è un R-gruppo di permutazioni 3-R-transitivo;
dove GA e T sono definiti come sopra ed R è la relazione di parallelismo su
AG(3, q).

Osserviamo che, in questo caso, si ottengono anche R-gruppi di permutazioni
3-R-transitivi, e pertanto si costruiscono anche 3-disegni divisibili. Quindi, abbia-
mo costruito t-disegni divisibili facendo uso di questi gruppi. In particolare, ab-
biamo scelto come insieme di punti i piani che intersecano il piano all’infinito nelle
rette tangenti ad una conica. Infatti, il gruppo proiettivo ortogonale agisce 3-
transitivamente sull’insieme delle rette tangenti ad una conica. In questo caso,
per q dispari, il gruppo TGA, con GA `GO(3, q), è 3-R-transitivo, e per q pari è 2-R-
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transitivo, essendo le rette tangenti ad una conica concorrenti. Abbiamo scelto
come blocchi base opportuni sottoinsiemi di questi insiemi di piani.

In seguito, abbiamo considerato come insieme di punti, dei 2-disegni divisibili
che abbiamo costruito, l’insieme dei piani che intersecano il piano all’infinito nelle
rette tangenti ad una curva Hermitiana. Infatti, il gruppo proiettivo unitario agi-
sce 2-transitivamente sull’insieme delle rette tangenti ad una curva Hermitiana.
Quindi, si ottiene il gruppo 2-R-transitivo, TGA, con GA `GU(3, q 2 ). Anche in que-
sto caso, si sono scelti come blocchi base opportuni sottoinsiemi dell’ insieme dei
piani che intersecano il piano all’infinito nelle rette tangenti ad una curva Hermi-
tiana. Un particolare blocco base, del quale è stato effettivamente laborioso calco-
lare lo stabilizzatore, è l’insieme dei piani che interesecano il piano all’infinito nel-
le rette tangenti ad una conica, ottenuta come intersezione della curva Hermitia-
na e di un opportuno sottopiano del piano all’infinito.

Infine, abbiamo considerato, come insieme di punti, l’insieme di tutti i piani af-
fini. Infatti, è noto che il gruppo proiettivo lineare agisce 2-transitivamente sul-
l’insieme di tutte le rette di un piano proiettivo. Pertanto, si ottiene l’R-gruppo di
permutazione 2-R-transitivo, TGA, con GA `GL(3, q). In questo caso, come blocchi
base per costruire i 2-disegni divisibili, abbiamo scelto i sottoinsiemi dei piani che
intersecano il piano all’infinito nelle rette tangenti ad una conica e nelle rette tan-
genti ad una curva Hermitiana. Con queste classi infinite di 2-disegni divisibili si
conclude il lavoro.
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