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Problemi di regolarita holderiana
per sistemi parabolici non variazionali.

MARIA STELLA FANCIULLO

Siano Q un aperto limitato di R", di punto generico x = (x;, %5, ..., ,), T un
numero reale positivo e @ il cilindro 2 X (=T, 0). Detti X il punto (x, t) di R;" X
R; ed N un intero positivo, in @ si studia la regolarita holderiana delle soluzioni e
dei gradienti spaziali delle soluzioni di sistemi di N equazioni differenziali del se-
condo ordine non lineari non variazionali parabolici del tipo:

0
(1) (X, w, Du, H(u)) - 3—7: = b(X, u, D),
dove Toperatore a(X, u, p, £): @ x RN x R"™¥ x R"*N - R¥ & misurabile in X,
continuo in (u, p, &) e soddisfa le condizioni:
@) a(X, u, p,0)=0,

(A) esistono tre costanti positive a, y e 0, con y + 0 <1, tali che, Vue RY, Vpe
R™ Vr,EeR"Y ¢ per q.o. XeQ, risulta:

'operatore b(X, u, p): @ x RN x R™ — R & misurabile in X, continuo in (u, p)
e soddisfa per q.0. Xe@Q, Vue RY e Vpe R™, la maggiorazione:

)

n 2 n
/}erii - a[a(Xa U, p, T+ 5) - CL(X, u, p, E)] H < V||rH2 +0 H "erii

3) 16X, u, p)|| < c(fX) + lull + Iplf")

n+2

nF2 o gpr< it
n

con feL*(Q), 1spf<—=
Posto "

W3(Q, RY) = {u cuel?(=T,0, HX(Q, RY)), aa—t: e L*(Q, RN)},

si dimostra che se u & soluzione in  del sistema (1) (nel senso che w e W2(Q, RY)
e soddisfa la (1) per q.0. X € @), allora u ed il suo gradiente spaziale, Du, sono hél-
deriani in Q.

La tecnica seguita & quella della regolarita negli spazi £%* Quest'ultima
teoria, nata nello studio delle equazioni lineari ellittiche nel 1965 con il lavoro
di S. Campanato, Equazioni ellittiche del II° ordine e spazi £%*, Ann.
Mat. Pura e Appl, 69 (1965), ha subito negli anni successivi miglioramenti
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e generalizzazioni che hanno permesso l'utilizzazione anche nel caso di sistemi
ellittici e parabolici quasi-lineari e non lineari.

L’holderianita “globale” in @ delle soluzioni del sistema e del loro gradiente spa-
ziale & ottenuta per n “piceolo". La tecnica utilizzata consiste nel dedurre dalla rego-
larita L%locale delle soluzioni » del sistema (1) maggiorazioni fondamentali per la
matrice hessiana H(u), che assicurano I'appartenenza di H(u) ad uno spazio di Mor-
rey. Utilizzando, poi, diseguaglianze tipo Poincaré, si prova che w e Du appartengo-
no ad opportuni spazi di Campanato, e quindi grazie allisomorfismo tra gli spazi di
Campanato £2* e gli spazi C* ¢, si ottiene la regolaritd holderiana in Q.

Come nel caso ellittico, non riusecendo ad ottenere la regolarita in tutto @ per
qualsiasi valore di n, si e studiata ed ottenuta la holderianita “parziale" in @, cioe
in @ privato di un insieme @), chiuso in @ di misura di Lebesgue nulla.

Sia ue W2(Q, RY) una soluzione in @ del sistema (1). Grazie alla disegua-
glianza di Caccioppoli:

2
f (IIH(u)||2+ H ou H ) dX <
Qo) ot

<cotfot [ u=rpesslpars [ o= robax)
Q(20) Q(20)

+c f |6(X, w, Du)|fdX ,
Q(20)

valida per ogni Q(20) cc @, via Lemma di Gehring-Giaquinta -G. Modica, si prova
il seguente risultato di regolarita:

LEMMA 1. — Se u e W2(Q, RY) é una soluzione del sistema (1), se sono verifi-
cate le ipotesi (2), (A) e (3) e se fe L?(Q), con p > 2, allora esiste ge (2,pl, p =

min{ 2nt2) 2nt2) }, tale che Yqe[2,7q)

P m-2)"  np
we Wg.(Q, RY)
e, VQ(o)ccQ, con 6<2, e Ute (0, 1) rsulta:

@ / (||H<u>||2 + H o H2) dx <
Qo) ot

SC'L’(n+2>(1_l/q)|:(||f||%77(Q) + 1) 0.(7z+2)(1—1/p) +

. f(|u

Qo)
dove ¢ non dipende da t e da o.

2n +2) 2(n+2) au 2
S P+ | 2 )dx]
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Dalla (4) segue che

Hw) e Ly 7@, R™V)
e
Z—? e LE+20-10(Q RV)

da cui, per le note diseguaglianze di Poincaré, si ha:

Due£l2602+(n+2)(171/q)(Q’ RnN)

e £%dc4+(n+2)(1—1/q)(Q’ RN)

per ogni q e (2, q). Utilizzando infine il teorema di isomorfismo tra gli spazi di
Campanato e gli spazi C*¢, si ottiene il seguente risultato di holderianita
globale.

TEOREMA 1. — Se u e W2(Q, RY) é una soluzione del sistema (1), se sono veri-
ficate le ipotesi (2), (A) e (3) e se fe L?(Q), con p>2, allora
u & holderiano in @ se n<2q—2,
i particolare se n = 2.

La tecnica illustrata consente di provare anche risultati di regolarita globale
per n > 2 e per sistemi quasibase ad andamento lineare (8 =p'=1):

u
5) a(X, Hu)) — = =b(X, u, Du).
Vale il seguente
TEOREMA 2. — Se u e W2(Q, RY) ¢ una soluzione del sistema (5), e se l'opera-
tore b(X, u, p) soddisfa, per qo. Xe@Q, YueRY e YpeR"™, la condizione:
bX, %, p)|| < e(1 + [lull + [IplD),
allora esiste q* > 2 tale che
Du & holderiano in @ se n<2q* -2,
i particolare se n =2, e
u & holderiano in @ se n<3q*—2,
m particolare se n < 4.
Questi ultimi risultati sono raccolti in [2].

In [3] & data la regolarita holderiana in @ delle soluzioni dei sistemi
base omogenei e del loro gradiente rispettivamente per n <6 e n < 4. Analoghi
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risultati valgono anche per sistemi base non omogenei. Rimane aperto il
problema della holderianita globale per n <6 e per i sistemi quasibase.

Sulla holderianita parziale & stato dimostrato, facendo uso di una tecnica simi-
le a quella utilizzata in [1], il seguente:

TEOREMA 3. — Sia uwe W2(Q, RY) una soluzione in Q del sistema (1). Se n >
2, se sono soddisfatte le ipotesi (2), (A) e (3), se fe L?(Q), con p >n + 2, e se esi-
ste una funzione positiva, continua, limitata e concava w(t), definita per t =0,
w(0) =0, tale che VX, YeQ, Yu, veRY, ¥p, ge R"™ ¢ V&, te R™Y:

laX, , p, & —a(Y, v, ¢, Ol S w(@*(X, Y) + [l — ol + [Ip — glP)lIE]

H da(X, u,p, &  da(X, u,p, )
EE 3¢

allora esiste un insieme @, chiuso in Q, di misura nulla, tale che

| <ol

42
Du & a-hdlderiano in Q\Q,, Va<1- 212

p

u e y-holderiano in Q\Q,, Vy<1.
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