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Immersione di sistemi parziali di m-cicli.

MARIA FLAVIA MAMMANA

Assegnati due grafi G ed H si dice G-decomposizione di H una partizione del-
l’insieme degli spigoli di H in grafi tutti isomorfi a G. Se GfK3 e HfKn si ha un
sistema di terne di Steiner.

Un sistema parziale di terne di Steiner di ordine n è una coppia (X, P), dove P
è una collezione di terne a due a due disgiunte dell’insieme degli spigoli del grafo
completo Kn , definito su X. La differenza tra un sistema di terne di Steiner ed un
sistema parziale di terne di Steiner è che le terne di un sistema parziale non costi-
tuiscono necessariamente una partizione dell’insieme degli spigoli di Kn . Asse-
gnato un sistema parziale di terne di Steiner di ordine n non è sempre possibile
decomporre E(Kn )0E(P) in terne a due a due disgiunte (dove E(Kn ) ed E(P) indi-
cano rispetivamente l’insieme degli spigoli di Kn e l’insieme degli spigoli contenu-
ti nelle terne di P). È però possibile completare P a una collezione di terne che in-
dividua una partizione di Kt , con tFn , cioè immergere un sistema parziale di ter-
ne di Steiner in un sistema di terne di Steiner. Precisamente un sistema parziale
di terne di Steiner (X , P) di ordine n si dice immerso nel sistema di terne di Stei-
ner (S , B) di ordine t se X’S e P’B.

Tale problema è stato risolto da C. Treash che nel 1971 ha provato che un si-
stema parziale di terne di Steiner di ordine n si può immergere in un sistema di
terne di Steiner di ordine E22n.

Questo risultato è stato generalizzato da R.M.Wilson [3] che, nel 1974, ha pro-
vato che è possibile immergere una G-decomposizione parziale di Kn in una G-de-
composizione di Km , con mFn (dove per G-decomposizione parziale di un grafo
H si intende una coppia (H , G) con G collezione di copie del grafo G, a due a due
prive di spigoli in comune e tali che 0

G�G
S(G) ’S(H), con S(G) ed S(H) spigoli ri-

spettivamente dei grafi G ed H).
Ci si chiede allora quanto piccolo può essere l’ordine del sistema contenente.

In merito ai sistemi parziali di terne di Steiner, un primo risultato è stato ottenuto
da C. Lindner che, nel 1975, ha provato che un sistema parziale di terne di Steiner
di ordine n si puó immergere in un sistema di terne di Steiner di ordine 6n+3.
Successivamente, nel 1980, L.D. Andersem, A.J.W. Hilton e E. Mendelsohn han-
no provato che un sistema parziale di terne di Steiner di ordine n si può immerge-
re in un sistema di terne di terne di Steiner di ordine 4n+1, e questo è il miglior
risultato tuttora conseguito.

Per quanto riguarda il problema dell’immersione di sistemi parziali di m-cicli,
che sono G-decomposizioni parziali di Kn con GfCm , diversi risultati sono stati
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ottenuti: per esempio è stato provato che un sistema parziale di m-cicli di ordine n
si puó immergere in un sistema di m-cicli di ordine (2n11)m se m è dispari e di
ordine 2mn11 se m è pari. Un ultimo risultato trovato in merito è dovuto a Lin-
dner e Horák che hanno provato che un sistema di parziale di m-cicli di ordine n,

con m pari, si può immergere in uno di ordine mn

2
. Tali risultati si prestano a

miglioramenti.
In questa tesi si affronta il problema dell’immersione di sistemi parziali di m-

cicli con m pari. In particolare, viene presentata una costruzione molto piú sem-
plice di quella data da Horák e Lindner per dimostrare l’ultimo risultato conse-
guito e si affronta poi il problema dell’immersione nel caso di sistemi parziali di
m-cicli orientati.

Qui ci si limita ad esporre la costruzione relativa ai sistemi parziali di m-cicli
orientati per m pari. Risultati contenuti nella tesi si trovano in [1] e [2].

1. – La k gx
2
hOgk

2
h costruzione.

Sia m42k , kF4, X un insieme di cardinalità x, con xf1 mod (k(k21) ) suffi-
cientemente grande, (X , B) un disegno a blocchi di cardinalità k e Y un insieme di

cardinalità gx
2
hOgk

2
h4NBN. Sia S4 (Y3 ]1, 2 , R , k()NX. Sia C l’insieme di m-

cicli orientati definito come segue:

1) per ogni i , j�Y , ic j sia (Yi , Yj , C(i , j) ) un sistema di m-cicli di ordine
(k , k), con parti Yi 4 ]i(3 ]1, 2 , R , k( e Yj 4 ] j(3 ]1, 2 , R , k(. Sia C(i , j) ’
C.

2) sia a un’applicazione biunivoca, a : BKY; per ogni blocco b�B , sia
( (a(b)3 ]1, 2 , R , k()Nb , C(b) ) un sistema di 2k-cicli orientati di ordine 2k. Sia
C(b) ’C , (b�B.

3) per ogni b�B sia (Xa(b) , X0b , C*(b) ) un sistema di m-dicicli di ordine
(k , x2k) con parti Xa(b) 4a(b)3 ]1, 2 , R , k( e X0b. Sia C*(b) ’ (C).

È facile verificare che (S , C) è un insieme di m-cicli orientati di ordine

kgx
2
hOgk

2
h1x.

2. – L’immersione.

Sia (Z , P) un sistema parziale di m-cicli orientati di ordine n, con m42k ,

kF4, x il minimo intero positivo xf1 (modk(k21) ), gx
2
hOgk

2
hFn e tale che esi-

sta un sistema a blocchi di ordine x con blocchi di cardinalità k, Y un insieme di

cardinalità gx
2
hOgk

2
h tale che Z’Y e X un insieme di cardinalità x.
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Sia S4 (Y3 ]1, 2 , R , k()NX ed (S , C) un sistema di m-cicli orientati

costruito con la k gx
2
hOgk

2
h1x costruzione.

Per ogni m-ciclo orientato p4 (x1 , x2 , R , xm ) �P definiamo un insieme mp di
m-cicli orientati come segue:

k dispari
18) ( (x1 , i), (x2 , i), R , (xm , i) ), (i� ]1, 2 , R , k(;
28) ( (x1 , 1 ), (x2k , 11 i), (x2k21 , 21 i), R , (x2 , k211 i) ).
k pari
19) ( (x1 , 1 ), (x2 , 1 ), R , (xm , 1 ) ) e ((x1 , k), (x2 , k), R , (xm , k) );
29) (]i , i11(, i41, 2 , R , k21
( (x1 , i), (x2k , 11 i), (x2k21 , i), R , (x2 , i11) ) e ((x1 , i11), (x2k , i), (x2k21 , i1

1), R , (x2 , i) ), se i è dispari
( (x1 , j), (x2 , 11 j), (x3 , j), R , (x2k21 , j), (x2k , j11) ) e ((x1 , j11), (x2 , j),

(x3 , j11), R , (x2k21 , j11), (x2k , j) ), se j è pari.
Per ogni a , b�Y , acb , sia v(a , b) il ciclo di C che contiene lo spigolo

( (a , 1 ), (b , 1 ) ).
Per ogni p�P , p4 (x1 , x2 , R , xm ) sia vp4 ]v(xi , xi 11) /(xi , xi 11) �p(.
È facile verificare che mp e vp sono due sistemi parziali di m-cicli orientati

mutuamente bilanciati (pur di scegliere opportunamente i cicli al punto 1 nella
costruzione).

Osserviamo inoltre che se p1 cp2 e p1 , p2 �P¨vp1 cvp2 .
Sia C 4 (C0vp), p�P)N (mp/p�P). Allora (S, C) è un sistema di m-cicli

orientati di ordine k K gx
2
hOgk

2
h1x che contiene almeno k copie distinte del siste-

ma parziale di m-cicli orientati (Z , P) se k è dispari e almeno due copie distinte
del sistema parziale di m-cicli orientati (Z , P) se k è pari.

TEOREMA 1. – Se mf0 (mod2), mD6, un sistema parziale di m-cicli orien-
tati di ordine n si può immergere in un sistema di m-cicli orientati di ordine

k gx
2
hOgk

2
h1x dove x è il più piccolo intero positivo tale che esiste un disegno a

blocchi di ordine x con blocchi di ordine k e xf1 (modk(k21) ), x(x21)Ok(k2
1) Fn.

3 – Conclusioni.

Se x è il minimo intero positivo tale che le condizioni del precedente teorema
sono soddisfatte, allora il sistema (S , C) ha ordine

(1) kn1 (2ek11) kk(k21)n11/41ek(k21)(ek11)11/2 per 0 GeG1.

Fissato m42k , (1) è asintotico in n a mn/2.
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TEOREMA 2. – Per grandi valori di n, un sistema parziale di 2k-cicli orienta-
ti di ordine n può essere immerso in un sistema di 2k-cicli di ordine (1), per 0 G
eG1. Fissato m42k , (1) è asintotico in n a mn/2.
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