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Topologie su spazi di funzioni derivanti
da topologie su iperspazi.

ANNAMARIA MIRANDA

Gli iperspazi, gli spazi di funzioni e le loro interdipendenze sono il motivo con-
duttore della tesi. E noto che ogni spazio di funzioni si immerge nell'iperspazio
del prodotto del dominio per il rango quando una funzione venga identificata con
il proprio grafo o epigrafo e dunque su di esso resta traccia di ogni ipertopologia.
Viceversa, l'iperspazio di uno spazio metrico si immerge in modo naturale nello
spazio delle funzioni reali limitate sui limitati quando un chiuso venga identificato
con il funzionale distanza che esso determina, e dunque su di esso rimane traccia
di ogni convergenza, topologia, uniformita, metrica che si possa definire per
funzioni.

Le piit note ipertopologie di Vietoris e di Fell tra le prime comparse in lettera-
tura, di Hausdorff derivante dalla metrica di Hausdorff che descrive bene il mon-
do dei frattali e piti in generale i fenomeni naturali, di Wijsman fondamentale in
analisi convessa e di Attouch-Wets piti recentemente introdotta ed usata in otti-
mizzazione, si lasciano decomporre in pezzi che poi sapientemente mixati danno
luogo a nuove ed interessanti topologie. Muovendosi in questa ottica, viene natu-
rale 'idea di produrre topologie di tipo set-open con topologie derivanti da iperto-
pologie, per esempio da quelle citate ma anche da altre, da esse derivanti o ad es-
se legate, o da loro spezzoni.

In questo affascinante gioco interattivo si genera la possibilita di trovare nuo-
ve formulazioni delle topologie tradizionali di tipo set-open e, produrre, una volta
fissato un network nel dominio ed una ipertopologia sull’iperspazio del rango,
nuove classi di topologie su spazi di funzioni.

La tesi prende spunto dall’idea del Prof.Naimpally, derivante da utili modifi-
cazioni anche relativamente recenti dell’ipertopologia di Vietoris, di generalizza-
re le tradizionali topologie di tipo set-open semplicemente sostituendo gli aperti
con famiglie localmente finite di aperti; dalla conseguente idea della Prof.Di Con-
cilio dell’esistenza di un metodo generale e naturale di mixare topologie su spazi
di funzioni di tipo set-open con topologie derivanti da ipertopologie sul rango; e
dalla convinzione dell’autore dell’esistenza di vari gradi di generalizzazione e del-
la possibilita di ottenere esempi concreti di nuove classi di topologie su spazi di
funzioni determinanti convergenze eventualmente utili nelle applicazioni per la
scelta ampia di networks e di ipertopologie interessanti soprattutto in ambito
metrico.

Se C(X, Y) e I'insieme delle funzioni continue da uno spazio topologico X verso
uno spazio topologico Y e CL(Y) e l'iperspazio di Y, si pud dimostrare che una rete
di funzioni { f; } converge ad fin C(X, Y) nella topologia compatta-aperta quando
per ogni compatto K in X la rete di compatti { f;(K)} converge al compatto f(K)
nella topologia di Vietoris di CL(Y). Inoltre, in modo del tutto analogo, quando
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Y =R con la metrica euclidea, una rete { f;} converge ad f nella topologia boun-
ded-open [3], se e solo se per ogni sottoinsieme funzionalmente limitato B di X la
rete {f;(B)} converge ad f{B) in CL(Y) ancora nella topologia di Vietoris. Questo
nuovo modo di guardare alla topologia compatta-aperta ed alla topologia boun-
ded-open rivela un forte interscambio fra le topologie di tipo set-open su C(X, Y)
e la topologia di Vietoris su CL(Y). Infatti la topologia compatta-aperta e la topo-
logia bounded-open sono essenzialmente casi particolari di un risultato pit gene-
rale. Cio suggerisce di introdurre una procedura naturale che genera topologie su
spazi di funzioni utilizzando topologie su iperspazi e networks. Ogni network a in
X e ogni topologia 7 su CL(Y) inducono una topologia 7, su C(X, Y) quando si ri-
chieda che: una rete { f;} converge in v, ad fin C(X, Y) quando la rete { f,(A)}
converge in t ad f(A) in CL(Y) per ogni A in a.

La tesi e incentrata sulla procedura appena descritta che determina nello spa-
zio funzionale C(X, Y) una convergenza una volta scelto un network nel dominio
X ed una convergenza in CL(Y), individua il contesto piti generale in cui essa ha
senso, cioe gli spazi di convergenza, deduce da una struttura di convergenza, to-
pologica, uniforme, quasi-uniforme, prossimale, metrica su Y oppure su CL(Y) il
tipo di struttura su C(X, Y) in cui la convergenza si colloca (cfr.Proposizioni 1,2 e
4). Stabilisce nel caso topologico e di buona immersione di Y in CL(Y) le proprieta
di separazione e di uniformizzabilita di 7,. Per particolari classi di ipertopologie
di tipo Vietoris, di tipo Vietoris prossimale che si spezzano in due tronconi, parte
hit e parte miss, dimostra la ininfluenza della parte kit nella determinazione di
7, indipendentemente dalla scelta del network «. Dimostra risultati sulle funzio-
ni cardinali dello spazio funzionale (C(X, Y), t,) in relazione a proprieta di cardi-
nalita del network a e del rango Y, che sono comprensivi di proposizoni su pro-
prieta di contabilita, I e II assioma della numerabilita, compresa la metrizzabilita
di 7, (cfr.Proposizioni 3 e 4). Confronta 7, con altre topologie gia note, di tipo set-
open e di convergenza uniforme stabilendo la gerarchia e dando condizioni neces-
sarie e sufficienti per la coincidenza per particolari network (cfr.Teorema 2). Con-
tiene risultati riguardanti le topologie uniformizzabili 7, 4 che si ottengono da
metriche di Hausdorff dy su CL(Y) relative a metriche d compatibili con il rango
Y, [2]. Ogni topologia 7, 4 € uniformizzabile, metrizzabile quando a & numerabile
e meno fine della topologia della convergenza uniforme sugli elementi di a deter-
minata dalla stessa metrica d. Se anche il dominio & metrico, la convergenza in
T4 4 © distinta dalle convergenze funzionali di Hausdorff e Attouch-Wets come
mostrano controesempi costruiti su spazi interessanti. La classe delle 7, 4, topo-
logie la cui natura e per meta topologica e per meta uniforme, si connette con la
topologia 7, . sin. derivante dalla topologia localmente finita sui chiusi del rango
che é invece un carattere puramente topologico (cfr.Corollario 1). Quest’ultima &
uniformizzabile o completamente regolare (risp. regolare) quando lo e Y ed il net-
work gode di una particolare proprieta legata ad Y ed a C(X, Y), la proprieta di
normalita (risp. di regolarita) rispetto a Y (cfr.Teorema 4 e per le definizioni [2]).

In questa nota si pone l'attenzione non solo su alcuni risultati di carattere ge-
nerale relativi alle proprieta dell'iperspazio che possono essere assorbite dallo
spazio di funzioni ma anche su teoremi che si ottengono dotando l'iperspazio di
particolari topologie:
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ProPOSIZIONE 1. — Sia (CL(Y), t) uno spazio uniformizzabile e a un network
su X. Allora (C(X, Y), t,) ¢ uniformizzabile.

PropPoSIZIONE 2. — Sia (CL(Y), 1) uno spazio metrizzabile e a un network nu-
merabile su X. Allora (C(X,Y), t,) ¢ metrizzabile.

TEOREMA 1. — Y uno spazio topologico Ts, o un network Y-chiuso su X, v una
topologia su CL(Y) per cui t} =1, con t* ammissibile. Se t ¢ metrizzabile e
aanw(X) = w allora 7, ¢ metrizzabile.

Si acquisiscono legami tra alcune funzioni cardinali di X, Y, CL(Y):

PROPOSIZIONE 3. — Per ogni network a su X e per ogni topologia t su CL(Y) st
ha

w(CX, V), 7,) < |a|w(CL(Y), .

PROPOSIZIONE 4. — Siano X uno spazio topologico completamente regolare,
Y =R, a un network su X chiuso rispetto alle unioni finite, v una topologia T,
del tipo «miss» su CL(Y). Allora

aa(X) < x(C(X, R), t,).

Si ottengono inoltre proprieta per gli spazi di funzioni (C(X, Y), 7,,) che, in
particolare, si generano dotando, in ipotesi di metrizzabilita, I'iperspazio del ran-
go di metriche di Hausdorff compatibili, focalizzando I'attenzione sul loro estremo
superiore 7, j.. fin. che € indotto mediante la procedura dalla topologia localmen-
te finita su (C(X, Y).

Siano (X, d,), (Y, d,) spazi metrici. Su C(X, Y) si possono definire le topologie
funzionali di Hausdorff e di Attouch-Wets identificando ogni funzione con il suo
grafico. Alcuni teoremi, [2], mostrano che su C(X, Y), 7, 4, ottenuta dotando
CL(Y) della metrica di Hausdorff indotta da d,, e distinta da esse. Controesempi
rivelano anche che la topologia della convergenza uniforme su C(X, Y) in genera-
le strettamente piu fine di 7, 4,, e risulta:

TEOREMA 2. — Se a ¢ Y-compatto (c¢fr. [2]) allora T, 4, coincide con la topologia
della convergenza uniforme su a su C(X, Y).

Lo studio della topologia 7, . si,,. Sl apre con risultati sul confronto con 7, v,
generata mediante la procedura dalla topologia di Vietoris sull’iperspazio del ran-
go. Si dimostra infatti che 7, . 5. coincide con 7, v se e solo se a é compatto
scegliendo particolari networks. Si ottengono inoltre i seguenti risultati:

TEOREMA 3. — Stano X uno spazio topologico,a un network su X.Allora
(t) Se Y ¢é regolare ed o é regolare rispetto ad Y allova 7, . fin. €
regolare.

(#1) Se Y ¢ completamente regolare (uniformizzabile) ed a ¢ normale ri-
spetto ad Y allova T, i . € completamente regolare.
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CorROLLARIO 1. — Siano X uno spazio topologico, a un mnetwork su X
Allora:

(1. Beer) Se Y ¢ metrizzabile allora t , .. . € Uestremo superiore delle T, 4
al variare di d nella famiglia delle metriche compatibili su Y;

(2. Naimpally) Se Y ¢ normale allora 7, 5. s, € la topologia T, g tndotta
dalla topologia su CL(Y) associata alla piw fine uniformita di Hausdorff.

Si presentano poi risultati sulla metrizzabilita di 7, v, e si conclude con un
teorema sulla completa uniformizzabilita di 7, 4:

PrOPOSIZIONE 5. — Siano X uno spazio topologico, Y =R, a un network Y-
compatto (cfr. [2]) ereditariamente chiuso. Allora le seguenti sono equivalen-
ti:

1) (CX, Y), 1, v) € metrizzabile

2) (CX,Y), v, v) soddisfa al I assioma della numerabilita;

3) au(X) = w.

TEOREMA 4. — Siano X uno spazio topologico, d una metrica compatibile su
Y, a un network contenente i singoletti Y-chiuso (vale a dire ogni elemento di a
ha 1mmagine chiusa in Y mediante una qualsiast funzione di (C(X, Y)), fun-
zionalmente separante. Allora le sequenti sono equivalenti:

(1) CX,Y), 7, q4 € separabile e metrizzabile;

@) (CX, Y), v, 4) verifica il II assioma della numerabilita;

3) aonw(X) = w.

TEOREMA 5. — Siano a un network Y-compatto su X ed X un a-spazio. Allora
Ye completamente metrizzabile se e solo se (C(X,Y), 1, 4) ¢ completamente
uniformizzabile.
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