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Famiglie di curve sulle superfici algebriche.

EDOARDO SERNESI (*)(**)

Famiglie di curve piane.

Nella mia conferenza passero in rassegna alcuni risultati classici e recenti
riguardanti le famiglie di curve sulle superfici algebriche, un argomento clas-
sico ma ancora ricco di problemi interessanti. Nel seguito si supporra che le
varieta algebriche considerate siano definite su C, il campo dei numeri com-
plessi. Per superficie algebrica si intendera sempre una superficie algebrica
proiettiva, nonsingolare e connessa.

Il primo caso da considerare, che costituisce anche il modello per ogni ge-
neralizzazione, € quello delle curve piane. Lo studio delle curve piane esercita
un grande fascino su qualunque studioso delle curve algebriche: cio & dovuto
principalmente al fatto che tutti i problemi piu interessanti e difficili riguar-
danti le curve algebriche astratte ed i loro moduli possono essere riformulati
in termini di curve piane; ma visti da questo punto di vista essi diventano di so-
lito ancora pilt misteriosi.

Le curve di grado d =1 in P? sono parametrizzate da uno spazio proiettivo
| O(d) | di dimensione (d(d +3)) /2, con coordinate omogenee naturali i coeffi-
cienti del polinomio omogeneo di grado d che definisce una curva. Le curve
nonsingolari corrispondono ad un aperto V,; o di |O(d)| e hanno genere

w151

Per ogni punto x € | O(d) | denoteremo con C,c P? la curva piana parame-
trizzata da x. Viceversa, per ogni curva piana C di grado d indicheremo con [C]
il punto di | O(d)| che la parametrizza.

L’obiettivo ultimo nello studio delle curve piane di grado d e quello di de-
scrivere il modo in cui | O(d) | si stratifica in funzione delle proprieta di singo-
larita e di riducibilita che una curva puo avere, cioe di descrivere i luoghi costi-
tuiti dalle curve con singolarita e numero di componenti irriducibili assegnate,
e come essi sono situati gli uni rispetto agli altri.

Data la difficoltd di un obiettivo del genere, ci si limita inizialmente

(*) Conferenza tenuta a Napoli il 15 settembre 1999 in occasione del XVI Congres-
so UM.L
(**) Membro del progetto di ricerca «Geometria Algebrica» del MURST.
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allo studio delle curve irriducibili aventi le singolarita piti semplici. Anche
questo caso e tutt’altro che facile.

Per ogni 1 < 0 < p, denotiamo con V), , il sottoinsieme di | O(d) | che para-
metrizza curve irriducibili aventi 6 nodi (cioé punti doppi ordinari) e nessun’al-
tra singolarita. I luoghi V), s possono essere definiti in modo funtoriale, il che
permette di introdurre in essi una struttura di sottoschema localmente chiuso
di | O(d) |; essi sono chiamati varieta di Severt, e hanno proprietd interessanti
che furono studiate per la prima volta da Severi nel 1921 [S] (in realta i suoi ri-
sultati risalgono almeno al 1915, ma furono pubblicati successivamente). Seve-
ri dimostro che:

1) Per ogni 1 <0 <p,, ¥, s & non vuota e regolare.

La regolarita di (una componente di) Y, , significa che in ogni suo punto e
nonsingolare di codimensione 6 in | O(d) | .

Si osservi che la stessa affermazione che le varieta di Severi sono non vuote
non & banale. Inoltre la regolaritd implica che le componenti irriducibili sono
anche componenti connesse di V; ;. Per dimostrare la 1) Severi fece vedere
che essa discende facilmente dal fatto che i nodi di una qualsiasi curva C,c P?,
xe VU, s, impongono condizioni indipendenti alle curve di grado d; e questo
corrisponde al fatto che le curve di grado d passanti per i nodi (le aggiunte di
grado d) segano sulla desingolarizzazione C di C una serie lineare completa e
nonspeciale.

Inoltre Severi affermo che

2) Ogni V), , & irriducibile.

Di questa affermazione Severi dette una dimostrazione incompleta. Essa fu
dimostrata solo nel 1986 da J. Harris [H]. Per una interessante discussione del
problema di dimostrare lirriducibilita delle V), ,, anteriore alla sua soluzione,
rinviamo il lettore a [Fu], dove sono anche discusse le relazioni con altri impor-
tanti problemi della Geometria Algebrica. Una esposizione a grandi linee della
dimostrazione di Harris si trova in [HM]. Una dimostrazione indipendente e
completamente diversa della 2) é stata data da Z. Ran in [R1]. Per un punto di
vista ancora diverso si veda [Tr].

Le curve parametrizzate da V; , hanno genere geometrico g:=p,—0 e
quindi le loro desingolarizzazioni definiscono punti di I1¢,, la varieta dei moduli
delle curve di genere g. Segue direttamente dalla definizione di JIC, che
Papplicazione

(}):Wd’éﬁm(g

che manda un punto x € V,; ; nella classe di isomorfismo di C,, la desingolariz-
zazione di C,, € un morfismo. La dimensione di ¢p(V; ) si dice numero di mo-
dult di ’@d, S
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Di particolare interesse € il caso in cui ¢ ¢ dominante, cioé il numero di mo-
duli e il massimo possibile, uguale alla dimensione di JI(, (che, lo ricordiamo, &
uguale a 3g — 3 se g =2, ed é rispettivamente 0 ed 1 per g =0, 1). In questo
caso si dice che V,; ; parametrizza una famiglia di curve a moduli generali.
Negli altri casi le curve della famiglia si dicono a moduli particolari.

Supponiamo per semplicita d’ora in poi g = 2. Allora diremo che V; ; ha il
giusto numero di moduli se il suo numero di moduli ¢ uguale a

min {3¢ — 3, dim (V) ») — dim (PGL(3))} = min {3¢ — 3, dim (¥, ,) — 8}

Questa definizione essenzialmente postula che se una varieta di Severi consi-
ste di curve a moduli particolari allora la fibra generale del morfismo ¢ puo
contenere solo un numero finito di classi di equivalenza proiettiva di curve.

Si ha:
3) Per ogni d, 6 ammissibili V; , ha il giusto numero di moduli.

Questo risultato & dovuto a Coppens [Co] in alcuni casi particolari ed a Ser-
nesi [Se] in generale.

Un altro interessante problema riguardante le varieta di Severi V,; ; e
quello di calcolarne il grado, o piti precisamente di calcolare il grado della loro
chiusura nello spazio proiettivo | O(d) | . Nel caso particolare 6 = 1, cioé per I'i-
persuperficie V), i, il grado coincide con quello del discriminante dell’equazio-
ne della curva piana, che & uguale a 3(d — 1)?. Per 6 pilt grande il calcolo del
grado presenta difficoltd notevoli. La prima formula generale é stata proposta
da Z. Ran [R2], e ridimostrata con metodi diversi da Caporaso-Harris [CH].
La formula é troppo complicata per trovare posto in una conferenza di questo
tipo: rinviamo pertanto il lettore interessato agli articoli originali.

Menzioniamo infine una interessante proprietd delle varieta di Severi, di-
mostrata in [DH]:

4) Le varieta di Severi sono affini.

N

Questo risultato & un raffinamento dell’'ovvia osservazione che le varieta
V4, s non sono chiuse in | O(d) | . Ad esempio, ?)d,l contiene tutte le curve sin-
golari di grado d. La proprieta 4) implica ad esempio che ogni famiglia di curve
di grado d parametrizzata da una curva proiettiva non puo consistere intera-
mente di curve aventi 6 nodi: se la generica curva della famiglia appartiene a
Vi, s, la famiglia deve contenere qualche curva con singolarita ulteriori o piu
complicate.

In questa breve panoramica intendiamo limitare I'esposizione alle famiglie
di curve con nodi, senza addentrarci nello studio delle curve piane (riducibili o
irriducibili) con singolarita diverse. Ci bastera ricordare che e possibile consi-
derare famiglie di curve dotate di singolarita di tipo preassegnato, dove il ter-
mine tipo sta ad indicare una nozione precisa che non staremo a specificare in
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questa sede. Un esempio importante & la famiglia VU, ;, , delle curve piane irri-
ducibili di grado d dotate di ¢ nodi e di x cuspidi ordinarie. Anche queste fami-
glie furono studiate classicamente e lo sono tuttora.

Famiglie di curve su superfici qualsiasi.

Veniamo ora a considerare le estensioni di quanto visto finora a superfici
pilt generali.

Sia S una superficie algebrica, L un fascio invertibile su S; supporremo che
I'elemento generale C del sistema lineare completo |L| definito da L sia una
curva irriducibile e nonsingolare. Il genere p, di C & dato dalla formula

pa:pa(L) = ﬂ +1.
2
Per ogni intero 0 < 6 < p, & possibile definire, in analogia con il caso del piano,
un sottoschema localmente chiuso YV, ,C |L| che parametrizza una famiglia
«universale» di curve irriducibili aventi 6 nodi e nessun’altra singolarita ed ap-
partenenti al sistema lineare |L|. Gli schemi ¥, ; vengono chiamati varieta di
Severi relative al sistema lineare |L|. Esse verranno anche denotate ¥ ,, se
C & un qualsiasi divisore appartenente a |L|.

Le proprieta di queste varieta dipendono ovviamente dalla superficie S e
dal sistema lineare |L|. Esistono diversi problemi che si presentano natural-
mente nello studio delle varieta di Severi su una superficie assegnata, tenendo
conto di quanto € noto nel caso delle curve piane. Nel seguito mi limitero a con-
siderare i seguenti:

i) per quali L e per quali valori di J si ha U, 5= ¢?

ii) calcolare dimensione ed eventuale regolaritd (delle componenti) di
s

iii) per quali L e 0 la Y, s e irriducibile?

iv) caleolare il numero di moduli da cui dipendono le curve parametrizza-
te dalle componenti irriducibili di VY, ;.

Come vedremo, esistono al momento pochi risultati generali, mentre qual-
che informazione piu dettagliata & nota in casi specifici.

Cominciamo dal problema i).

Premettiamo un principio generale che utilizza la teoria delle deformazioni.
Esso afferma quanto segue:

PROPOSIZIONE. — Sia |L| un sistema lineare ad elemento generico nonsin-
golare wrriductbile su una superficie S. Se una data varieta di Severi Yy s
posstede una componente wrriducibile regolave, allora tutte le varieta Vy, s,
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0<9'<9, possiedono una componente irriducibile regolare, ed in partico-
lare sono non vuote.

Per una dimostrazione si veda [Se]. Questa proposizione permette in alcuni
casi di ottenere risultati di esistenza.
Ad esempio, I'enunciato di Severi (contenuto in 1)) che afferma che U, ,# 0

per ogni 0 <¢J < (d ; 1) discende proprio da questa proposizione. Infatti
proiettando in modo generico in P% una curva razionale e normale di grado d in
P? si ottiene una curva piana irriducibile di grado d avente (d ; 1) nodi; poi-

ché questa curva appartiene ad una componente regolare di 'K‘?d (d,l), la con-
clusione segue. 2

Un altro risultato di esistenza, dovuto a Chen, si riferisce a superfici S di ti-
po K3, cioe tali che (H'(S,05))=0 e wg= Og.

Esso afferma quanto segue:

TEOREMA ([Ch]). — Per ogni g = 3 su una superficie K3 generale S c PY esi-
stono curve razionali nodate nel sistema lineare |Os(n)| per ogni n>0.

Si osservi che, poiché p,(Og(n)) = dim (| Og(n) |), una curva razionale no-
data in |Os(n)| ha 6 = dim (] Os(n) |) nodi.

Come vedremo tra poco, ogni curva razionale nodata C in una superficie K3
S costituisce una componente irriducibile (0-dimensionale) regolare di V¢ 5.
Pertanto, grazie alla proposizione si ha anche il seguente:

TEOREMA. — Sia S c PY una superficie K3 generale, g = 3. Per ogni n >0 e
per ogni 0 <6 < dim (| Og(n) |) la varieta di Severi Vo, s contiene compo-
nenti wrriducibili regolari.

Una altro interessante risultato di esistenza & dovuto a Chiantini-Ciliberto,
e si riferisce alle superfici di P3. Esso afferma quanto segue:

TEOREMA ([CC)). — Sia S una superficie generale di grado d in P32 Per
ogni m=d e per ogni 0 <6 < dim (| Og(n) |) la varieta di Severi Vg, o pos-
stede una componente irriducibile regolare.

Questo risultato viene dimostrato da Chiantini-Ciliberto per induzione sul
grado d della superficie, utilizzando tecniche di degenerazione ed il risultato di
Chen, nel caso delle superfici quartiche, come passo iniziale dell’induzione.

Veniamo al problema ii). La teoria delle deformazioni fornisce una descri-
zione esplicita dello spazio tangente T ¢ ad una varieta di Severi © = V), ,in
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un suo punto [C]. Precisamente si ha:
H'(S, L®Jy)
(€)

dove NcC & il sottoinsieme dei nodi di C e (C) & 'immagine dell’omomorfi-
smo:

T"\‘?,[C] =

H'(S,05)—H(S, L)
definito dall’equazione di C. Poiché
H(S, L)
(€)

e poiche la famiglia V;, , ha codimensione al piu 0 in |L|, V¥, , € nonsingolare
di codimensione d nel punto [C] se e solo se T ¢) ha codimensione 6 in Tz c).
Dalla deserizione di Ty, ¢ vediamo che cio accade se e solo se i nodi di C impon-
gono condizioni indipendenti al sistema lineare |L]|.

Nel caso in cui S = P2 le curve di |L| =]0(d)| passanti per i nodi di C (le
aggiunte a C di grado d) segano sulla desingolarizzazione C una serie completa
e non speciale e cio implica la proprieta voluta, e quindi la regolarita di V, ;. Se
pit1 in generale S & una superficie razionale qualunque tale che KsC <0, le ag-
giunte a C appartenenti ad |L| segano ancora una serie completa e non specia-
le su C, e cid permette di dedurre la regolarita delle varieta di Severi VL, s an-
che in questo caso. In modo simile si puo procedere nel caso in cui S € una su-
perficie K3, ed ottenere la regolarita di tutte le varieta di Severi su una super-
ficie K3. Queste estensioni della teoria di Severi sono dovute a Tannenbaum
([Tal] e [Ta2]).

Ovviamente questi risultati si riferiscono a varieta di Severi che si suppon-
gono non vuote, e non danno alcuna informazione sulla loro esistenza, cioe sul
problema 1i).

La principale classe di superfici alle quali si vorrebbero estendere i risulta-
ti di regolarita, o almeno determinare i limiti entro cui essi si possono estende-
re, sono le superfici di tipo generale. Ricordiamo che una superficie e di tipo
generale se dim (H°(S, nKg)) cresce come un polinomio di grado 2 al crescere
di n. Di questa classe non fanno ovviamente parte né le superfici razionali né
le K3.

Il metodo di Severi per determinare la regolaritd delle varietd di Severi
fallisce per le superfici di tipo generale: il motivo & che la condizione sulle ag-
giunte che abbiamo considerato in precedenza non é mai soddisfatta in questo
caso. Occorre quindi un altro metodo per stabilire se i nodi di una curva nodata
C impongono o meno condizioni indipendenti al sistema lineare |L| cui la cur-
va appartiene.

T|L|,[C] =
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Questo metodo esiste ed & stato utilizzato per la prima volta da Chiantini-
Sernesi nello studio delle varieta di Severi sulle superfici di tipo generale. Es-
so consiste nell’associare ai nodi N di C un fibrato vettoriale di rango 2 su S e
nell’applicare il criterio di instabilitd di Bogomolov a tale fibrato. Le condizioni
numeriche che danno l'instabilitd si traducono in disuguaglianze che coinvol-
gono il numero ¢ di nodi e permettono, in certi casi, di ottenere condizioni di
regolarita. Il criterio dimostrato in [CS] e il seguente:

TEOREMA (Chiantini-Sernesi). — Sia S una superficie tale che Kg sia am-
pio, e sia C una curva wrriducibile tale che |C| contenga curve nonsingolari e
tale che

CEnumpKS p>2,pEQ

Supponiamo che C possieda 6 =1 nodi e nessun’altra singolarita e che

-2
5 < p(p )KS2
4
oppure
p-17_, .
0< ——K{ peZ dispari, NS(S) =ZK;

4

(dove NS(S) denota il gruppo di Neron-Severi di S). Allora i nodi di C im-
pongono condizioni indipendenti a |C|. In particolare la varieta di Severt
Ve, s € regolave.

Questo risultato afferma che ogni componente di U , € regolare, se le ipo-
tesi sono soddisfatte. In [CS] vengono anche costruiti degli esempi che dimo-
strano che le disuguaglianze del teorema sono le migliori possibili, almeno per
le superfici quintiche di P2.

Utilizzando metodi simili il teorema precedente e stato esteso da Greuel-
Lossen-Shustin [GLS] a famiglie di curve con singolarita di tipo arbitrario.
L’enunciato da una condizione di regolarita per tali famiglie che coinvolge i ca-
ratteri numerici relativi al tipo di singolarita. Ovviamente in questo caso la no-
zione di regolarita deve essere riformulata in modo opportuno.

Infine un recente risultato di Flamini [F] fornisce un criterio di regolarita
per varieta di Severi (quindi per curve nodate) che generalizza sia il risultato
di [CS] che quello ottenuto da [GLS] nel caso dei nodi. L’enunciato e il
seguente:
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TEOREMA (Flamini). — Sia S una superficie proiettiva irriducibile e non-
singolare, e sia Cc S una curva irriducibile e nonsingolare. Si supponga che

1) (C-2Kg*>0, C(C-2Kg)>0;

2) K2> —4 se C(C—-2Kg) =8
K2=0 se C(C—2Kg)<8;
4) (CKgP—C*K:<4(C(C—-2Ks)—4);

< OC—2Ky)
4

- C(C—2Kg) +\C*(C —2K)*

8

1 se C(C—-2Kg) =8
5)

o) se 0 <C(C—-2K) <8.

Allora la varieta di Severt V¢ s e regolare.

La dimostrazione & un raffinamento di quella di Chiantini-Sernesi. L’inte-
resse di questo risultato sta nel fatto che tutte le ipotesi del teorema sono pu-
ramente numeriche.

Passiamo a considerare il problema iii) sull’irriducibilita delle varieta di Se-
veri. Questa questione si pone naturalmente a causa del risultato 2) valido per
le curve piane, ma non e difficile convincersi che la risposta & in generale
negativa.

E sufficiente infatti considerare una superficie generale S; di grado d =4
in P?: S; possiede un numero finito maggiore di uno di piani tritangenti, e cia-
scuno di essi la interseca in una curva appartenente a Vy(y) 3, cioe irriduci-
bile con 3 nodi. Ognuna di esse costituisce una componente irriducibile di
Vo), 3-

Altri esempi meno evidenti si possono costruire combinando il risultato di
esistenza di Chiantini-Ciliberto citato in precedenza con gli esempi costruiti da
Chiantini-Sernesi di componenti non regolari di varieta di Severi sulle quinti-
che di P2, Per ulteriori esempi rinviamo il lettore interessato a [CC].

Questi esempi suggeriscono che il problema dell'irriducibilita deve essere
diversamente formulato. In [CC] Chiantini-Ciliberto hanno osservato che, per
superfici generali di P?, non sono noti esempi di varieta di Severi che possiedo-
no pit di una componente irriducibile regolare (ad eccezione di quelle di di-
mensione zero), e pertanto hanno congetturato che ne esista una sola.

I1 problema iv) si presenta come alquanto complesso, a causa dell’esistenza
di diverse componenti, anche non regolari, delle varietd di Severi su una su-
perficie proiettiva qualunque. In primo luogo non é chiaro quale sia, e se esista,
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una buona definizione di giusto numero di moduli, e al momento non esistono
risultati sufficientemente generali da indicare un quadro congetturale attendi-
bile.

L’unico risultato noto al momento ¢ il seguente, dovuto a Flamini:

TEOREMA ([FI]). — Sta S c P™ una superficie regolare di tipo generale, e sia
Cc S una curva irriducibile avente 6 nodi e nessun’altra singolarita. Suppo-
niamo che:

i) QL(Ky) sia globalmente generato.

ii) C~Kg+6H + A, dove H ¢ una sezione iperpiana e A € un divisore
ampio;

iii) V¢, sia nonsingolare di codimensione o in [C].
Allora il morfismo

@: Ve, 5= Nyp0)- o

ha differenziale iniettivo in [C]. In particolare, ¢ ha fibre finite su ogni com-
ponente regolare di Vg, s.

Questo risultato afferma che, nelle ipotesi dette, il numero di moduli e
uguale alla dimensione della varieta di Severi. Il teorema si applica per esem-
pio ai sistemi lineari |Og(n)|, n=d+ 3, su una superficie S;cP? di grado
d=6.
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