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Soluzioni di viscosita e stabilita
per equazioni completamente nonlineari.

MANUELA MOLINARI

In questa tesi sono state considerate equazioni paraboliche del secondo ordine
«fully nonlinear» della forma

1 w, + F(Du, D?u) =0,

dove u = u(x, t), te RN, ¢t >0 e F & una funzione regolare verificante la seguente
condizione:

2) F(p, M)<F(p, N) se M =N per ogni peRN,

con M ed N matrici simmetriche. In particolare, sono stati studiati due problemi
relativi all’equazione (1), vale a dire l'esistenza di soluzioni di viscosita per le
equazioni che descrivono I'evoluzione di superfici in RY con velocita dipendente
dalla curvatura di Gauss e la stabilita asintotica di onde viaggianti di (1) in una di-
mensione di spazio.

1. - Evoluzione di ipersuperfici secondo la curvatura gaussiana.

Lo studio dell'evoluzione di ipersuperfici in RY con velocitd dipendente dalla
curvatura e collegato a molti fenomeni fisici, chimici e biologici in cui si hanno va-
riazioni nella dimensione e nella forma degli oggetti, come per esempio nella cre-
scita di cristalli, nello sviluppo di cellule, nella propagazione di fiamme e fronti
d’onda e nei processi di transizione di fase di alcuni materiali. Da un punto di vista
classico una soluzione per le equazioni che descrivono questo tipo di moto non e,
in generale, globale nel tempo a causa del blow-up della curvatura che determina
la formazione di singolaritd. Dal momento che molte situazioni fisiche mostrano
che T'evoluzione secondo curvatura continua anche dopo la nascita di punti singo-
lari, & naturale pensare di generalizzare la soluzione classica introducendo un’ap-
propriata formulazione debole del problema. Un’idea per costruire una soluzione
generalizzata al moto secondo la curvatura gaussiana e quella di applicare la teo-
ria delle soluzioni di viscosita, introdotta negli ottanta da Crandall, Ishii e Lions.
L’uso di tale teoria presenta notevoli vantaggi sia perché permette a funzioni che
siano anche soltanto semicontinue di essere soluzioni di equazioni del secondo or-
dine «fully nonlinear», sia per la generalitd in cui & possibile ottenere risultati di
esistenza e unicita, sia perché sono molto flessibili nel passaggio al limite di fun-
zioni nonlineari. Nel dimostrare 'esistenza di soluzioni di viscosita per I'evoluzio-
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ne secondo la curvatura gaussiana [5], abbiamo seguito 'approccio introdotto da
Evans e Spruck [3] e, indipendentemente, da Chen, Giga e Goto [2] nel caso di
evoluzione secondo la curvatura media, che consiste nel rappresentare la superfi-
cie iniziale I'yc RY che si vuole studiare, come I'insieme di livello di una funzione
continua ug: RN — R, vale a dire

To={xeRY: uy(x) =0}

Poiché la curvatura gaussiana e data dal prodotto delle N — 1 curvature principali
della superficie, una possibile rappresentazione dell’evoluzione e data dalla fami-
glia {I';};5, dove

Iy={xeRY: u(x,t)=0}

e u & la soluzione del problema di Cauchy

N-1
) w,= | Du| illzli(Du,D2u)

w(x, 0) = ug(x)

dove A;(Du, D®>u),i=1, ..., N —1 sono gli autovalori della matrice D( |gu| ) =
U

|Dl | (I - D|uD®ﬁu ) D?u associati agli autovettori che giacciono nell’iperpiano

U u

complementare a Du e rappresentano le curvature principali della superficie di li-

vello I'; = {x e RY: u(x, t) = 0}. La nostra principale difficolta & stata il fatto che

la funzione

N-1
4) F(Du, D*u) = |Du| I1 A;(Du, D*u)
ic1

non verifica in generale la condizione di monotonia (2) necessaria per applicare la
teoria della soluzioni di viscosita e quindi e stato necessario introdurre un proble-
ma modificato per il quale tale condizione valesse. Abbiamo definito la funzione

N-1
5) F(p, M)=|p| 11 2 (p, M)

dove A (p, M) denota la parte positiva degli autovalori e abbiamo considerato il
problema

((w,=F " (Du, D*u)

u(x, 0) = uy(x).

(6)

Abbiamo provato che una superficie strettamente convessa rimane strettamente
convessa nell’evoluzione secondo la curvatura gaussiana e che, come conseguen-
za, 1 problemi (3) e (6) sono equivalenti nella classe delle funzioni strettamente
convesse. Cosl abbiamo ristretto a questa classe la nostra discussione e abbiamo
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provato che esiste un’unica soluzione di viscositd strettamente convessa per il
problema (6) che descrive il moto. In questo modo & stato possibile definire un’e-
voluzione generalizzata secondo la curvatura gaussiana che esiste per tutti i tem-
pi e che coincide con I'evoluzione classica fino a quando quest’ultima esiste.

2. — Stabilita di onde viaggianti.

Le onde viaggianti sono particolari soluzioni dell’equazione
) ut+F(uwr uw) :07

della forma v(x, t) = @(x — st), dove s e la velocita dell’onda. Tali soluzioni con-
servano la loro forma ed evolvono traslando in una fissata direzione e connetten-
do due stati all’infinito ¢ *. Molti fenomeni fisici e chimichi possono essere model-
lati da onde viaggianti, come per esempio, la dinamica dei fluidi e dei gas, il com-
portamento di materiali, le onde di shock e gli impulsi nervosi. In particolare, ci
siamo occupati della proprieta di stabilita asintotica in norma L *(R) di onde
viaggianti per (7). Tale problema é stato ricondotto allo studio della stabilita asin-
totica in norma L'(R) di onde viaggianti per I'equazione

©) v+ F,v,),=0,

che si ottiene differenziando la precedente rispetto a « e ponendo u, = v. Tale for-
mulazione risulta pitt semplice da studiare in virtu della sua forma di divergenza.
II problema consiste nel dimostrare che se v & soluzione di

) { v+ F, v,),=0

v(x, 0) = @(x) + p(x),

dove ¢ & londa viaggiante e 3 una perturbazione di ¢ in L!(R), allora v
verifica

(10) tljl;rnoo ||'U(', t) - §0( —st+ 6)||L1(R) = 07

per un opportuno shift 6 > 0. La stabilita per (8) e stata ampiamente studiata nel
caso di leggi di conservazione scalari, vale a dire per F' della forma F(p, M) =
f(p) — M. In tale ambito i principali risultati sono stati ottenuti da Osher e Ral-
ston nel caso di dati iniziali limitati, usando essenzialmente le proprieta del semi-
gruppo associato all'equazione e successivamente da Freisthueler and Serre nel
caso generale, cioé senza restrizione sui dati iniziali. Il nostro contributo riguarda
l'estensione di tali risultati di stabilita al caso in cui F' & una funzione nonlineare
soddisfacente le seguenti ipotesi di struttura

(H1) Fy(p, M) < —a per qualche a >0, per ogni (p, M) e R X R;
(H2) Fyu(p, M) =0 per ogni (p, M)e R X R.

Inizialmente abbiamo provato l'esistenza di onde viaggianti per (9), usando



510 MANUELA MOLINARI

condizioni analoghe a quelle di Rankine-Hugoniot e a quella di entropia di Oleinik
nel caso di leggi di conservazione. Successivamente abbiamo ottenuto il risultato
di stabilita (10) prima nel caso in cui il dato iniziale v(x, 0) = ¢(x) + yw(x) fosse li-
mitato da due traslazioni dell’onda viaggiante, cioe sotto l'ipotesi

(11) p(x + a) < gpx) + y(x) < (e + p),

poi, nella parte finale, tale restrizione sul dato iniziale e stata rimossa per ottene-
re cosi la stabilitd nel caso generale. Il passo cruciale qui e stata la prova della
stabilita nel caso di stati stazionari, cioe per onde viaggianti costanti. Tale risulta-
to, poi, insieme alle proprieta di semigruppo dell’equazione, ha permesso di con-
trollare il comportamento della parte del dato iniziale non compresa tra le trasla-
zioni dell’'onda. In questo punto & stata fondamentale l'ipotesi (H2) che ha reso
possibile avere un controllo della nonlinearita del termine del secondo ordine. In-
fine, grazie alla ben nota relazione tra leggi di conservazione e equazioni di Ha-
milton-Jacobi, abbiamo mostrato come la stabilitd di onde viaggianti per (8) in
norma L !(R) permetta di ottenere la stabilitd in norma L * (R) di onde viaggianti
per equazioni nonlineari del tipo

(12) U + F(uw um) =0.
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