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Problemi di controllo ottimo con tempi di uscita:
semiconcavita ed applicazioni.

CRISTINA PIGNOTTI

I problemi con tempi di uscita rappresentano un argomento classico della teo-
ria dei controlli. Sono assegnati un sistema

[y @) =fyt), u(t))
y(0) =xeR",

dove % :[0, ©)—=UcR"™ e una funzione misurabile detta controllo e un insieme
chiuso X cR" (il bersaglio). Indicati con il simbolo z(x, %) il primo tempo in cui la
soluzione del sistema raggiunge X (tempo di uscita) e con ¥, la traiettoria che par-
te dal punto x con controllo %, si vuole minimizzare un funzionale costo della forma

(e, u)

Ja,wy = | L), us) ds + gt (o, w).
0

I controlli e le relative traiettorie per cui é realizzato il minimo del funzionale so-
no detti ottimi.

Un esempio ben noto di problema di controllo ottimo con tempo di uscita &
quello dell’atterraggio morbido sulla luna.

Il caso piu studiato nella letteratura matematica é il problema del tempo mini-
mo, che corrisponde alle scelte L=1 e g=0.

II metodo della programmazione dinamica per risolvere tale classe di pro-
blemi consiste nell’analizzare le proprieta della funzione valore

Vix) = ing(m, u) xeR”.

Di fatto, tale funzione puo essere usata per derivare delle condizioni di ottimalita
per le traiettorie del sistema e, talvolta, controlli ottimi in forma «feedback». E
ben noto che la funzione valore & una soluzione di viscosita (nel senso introdotto
da Crandall e Lions) di una opportuna equazione di Hamilton-Jacobi, e questo co-
stituisce una alternativa caratterizzazione di V.

II problema che si ha seguendo questo approccio & dovuto al fatto che le condi-
zioni di ottimalita sono legate al gradiente della funzione valore ma questa funzio-
ne in generale non & differenziabile. Osserviamo che anche la continuita di V non
puo essere data per buona. Infatti, essa e legata alla controllabilita del sistema di
controllo in un intorno del bersaglio e richiede che il costo di uscita ¢ soddisfi op-
portune condizioni di compatibilitd (vedi ad es. [1]).

I casi in cui 'approccio della programmazione dinamica risulta piu efficace so-
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no quelli in cui la funzione valore, oltre ad essere continua, possiede un qualche
tipo di gradiente generalizzato. La maggiore regolarita che ci si puo aspettare,
con una certa generalita, dalla funzione valore e la semiconcavita.

Ricordiamo che una funzione si dice semiconcava se pud essere rappresentata
(almeno localmente) come somma di una funzione concava e di una funzione rego-
lare. Le funzioni semiconcave mantengono quindi molte proprieta delle funzioni
concave, ad esempio sono due volte differenziabili quasi ovunque e in ogni punto il
superdifferenziale & non vuoto.

Nel caso dei problemi di controllo in cui la funzione valore ¢ semiconcava e
spesso possibile mettere in relazione la differenziabilita della funzione valore con
l'unicita delle traiettorie ottime e dare condizioni necessarie e sufficienti affinché
una traiettoria sia ottima.

Per i problemi con tempi di uscita risultati di semiconcavita, a nostra cono-
scenza, erano finora noti solo in casi molto particolari. Ad esempio, Lions (vedi
[6]) ha provato la semiconcavita della funzione valore per problemi di calcolo delle
variazioni con tempi di uscita. In tali problemi, f(x, %) = u senza restrizioni sullo
spazio dei controlli e il costo corrente L & convesso e coercivo rispetto alle variabi-
li di controllo. Per problemi di controllo governati da equazioni di stato non-linea-
ri, alcuni risultati di semiconcavitd sono stati ottenuti da Cannarsa e Sinestrari
nel caso particolare del tempo minimo.

1. — Problemi con costo non degenere.

Nella prima parte della tesi sono studiati problemi con tempi di uscita con co-
sto corrente non degenere. Si assume cioé che il costo corrente L sia inferiormen-
te limitato da una costante strettamente positiva. Tale ipotesi permette di poter
stimare il tempo di uscita delle traiettorie ottime con la funzione tempo mini-
mo.Quindi le proprieta di regolaritd note per il tempo minimo possono essere uti-
lizzate per studiare la regolaritd della funzione valore.

Si provano i seguenti risultati:

TEOREMA 1. — Sotto opportune ipotesi di regolarita e di compatibilita sui da-
ti (f, g, L, OX ed U) la funzione valore V ¢ lipschitziana.

TEOREMA 2. — Sotto opportune ipotest di regolarita e di compatibilita sui da-
tt (f, g, L, 9N ed U) la funzione valore V é semiconcava.

Questi risultati di regolarita sono poi utilizzati per determinare condizioni neces-
sarie e sufficienti di ottimalita per il nostro problema e per caratterizzare i punti di
differenziabilita della funzione valore. In particolare si prova il seguente

TEOREMA 3. — La funzione valore é differenziabile in un punto se e solo se da
tale punto parte una e una sola traiettoria ottima.
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Assumendo pil regolaritad sui dati si possono ottenere altre interessanti pro-
prieta di regolarita di V.

Sia X I'insieme dei punti di non-differenziabilita di V. Da un risultato generale
sulle funzioni semiconcave si ha che X & ("~ lrettificabile, cioé pud essere rico-
perto da un insieme numerabile di ipersuperfici di classe C!. Riusciamo ad esten-
dere il risultato di rettificabilita alla chiusura dell’insieme singolare. Questo non
vale per generiche funzioni semiconcave, infatti non é difficile costruire esempi di
funzioni semiconcave per cui chiusura dell’insieme singolare non & rettificabile.
Per ottenere il risultato di rettificabilita introduciamo una opportuna nozione di
punto coniugato. Denotiamo con I I'insieme dei punti coniugati. Un primo risul-
tato ottenuto & il seguente:

TEOREMA 4. — Linsieme X U I' ¢ un chiuso e la funzione valore eredita la re-
golarita dei dati nel suo complementare.

Quindi, come immediata conseguenza, si ha linclusione cXUT.

Utilizzando un lemma di tipo Sard e il teorema della funzione implicita riuscia-
mo a provare la rettificabilita dei punti coniugati non singolari. A questo punto,
ricordando che l'insieme singolare ¢ rettificabile si ha il risultato cercato.

TEOREMA 5. — Linsieme X ¢ I~ 1 rettificabile.

I risultati di questa sezione sono contenuti in [3] e in [5].

2. — Un problema con costo degenere.

Nella seconda parte della tesi si studia un modello con costo degenere. In parti-
colare si assume che non ci sia costo finale (¢ =0) e che L(x, u)=L(x) con

Lx) =0 xeQ L(x)=0 xe0Q

dove Q cR" & un sottoinsieme aperto di R” la cui frontiera 0Q costituisce il bersa-
glio. Il funzionale costo ha la forma

(x, u)

J(x, u) = f e M L(yMt)) dt
0
dove t(x, ) € il tempo in cui la traiettoria y, (-), con . (0) =x e y ' (t) = u(t), rag-
giunge 0Q.

In questo caso, a causa della degenerazione del costo, non vale la stima con il
tempo minimo. In particolare il tempo di uscita puo anche essere infinito. Lo stu-
dio della regolarita della funzione valore per questo problema non puo quindi es-
sere affrontato con le stesse tecniche del caso non degenere.

Abbiamo utilizzato un nuovo metodo per costruire traiettorie amissibili per il
problema di controllo (soddisfacenti precise relazioni) basato sulla soluzione di
opportuni sistemi di inclusioni differenziali. Si dimostra il seguente risultato:
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TEOREMA 6. — La funzione valore V é semiconcava.

La semiconcavita e quindi applicata per determinare condizioni di ottimalita e
per studiare 'insieme singolare della funzione valore. Questi risultati sono conte-
nuti anche in [4].

Osserviamo che, in generale, non ci si aspetta che la funzione valore sia semi-
concava. E infatti facile, modificando il costo J, costruire un problema di controllo
con orizzonte finito e costo degenere la cui funzione valore non & semiconcava.

Osserviamo inoltre che il precedente problema con tempi d’uscita & equivalen-
te ad un problema di controllo ottimo con vincoli di stato. Infatti, se denotiamo
con {, I'insieme dei controlli » tali che le traiettorie che partono da x con control-
lo % restano in Q per tutti i tempi positivi, allora la funzione valore pud essere de-
finita come segue

Viw) = fe Ly ) dt .
0

Quindi, questo risultato puo essere visto come un primo passo per studiare la se-
miconcavita della funzione valore associata a pili generali problemi di controllo
ottimo con vincoli di stato. Per tali problemi non sono noti sino ad ora altri risulta-
ti di semiconcavita.

L’ultima parte della tesi & dedicata allo studio della funzione valore per il pro-
blema con vineoli di stato nel caso unidimensionale. In dimensione # =1 viene
provata la semiconcavita della funzione valore senza richiedere che L sia non ne-
gativo e nullo su 992. Quest’ultimo risultato € contenuto in [2].
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