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Sugli ideali di Borel.

MARIA GRAZIA MARINARI

Summary. — In this note we study some algebraic properties of Borel Ideals in the ring
of polynomials over an effective field of characteristic zero by using a suitable par-
tial order relation defined on the set of terms of each degree. In particular, in the
three variable case, we characterize all the 0-dimensional Borel ideals correspond-
g to an admissible h-vector and their minimal free resolutions.

Introduzione.

Gli ideali di Borel sono particolari ideali monomiali di k[ X, ..., X, ] (am-
piamente studiati a partire dal lavoro fondamentale di F. Macaulay) e la loro
importanza e rivelata da un noto teorema di A. Galligo ([12]) secondo il quale,
in caratteristica 0, per ogni ideale ack[X;, ..., X, ] e cambiamento generico di
coordinate, I'ideale iniziale & di Borel e non varia. Tale ideale & chiamato ideale
miziale generico di a ed & denotato gin(a).

Recentemente G. Floystad e M. Green in ([10], [11]) hanno evidenziato co-
me gin(a) contenga alcune notevoli informazioni geometriche sulla varieta
V(a) definita da a.

Lo scopo di questo lavoro & quello di studiare alcune proprieta algebriche
degli ideali di Borel e di fornire una loro caratterizzazione nel caso in cui n = 3.
Per fare questo ci serviremo di una relazione di ordine parziale < sull'insieme
dei termini (=monomi monici) di k[X;, ..., X, ], introdotta in [16], e del con-
cetto di j-predecessore u; di un termine ¢ = X;u, (1a cui rilevanza nel campo del-
lalgebra computazionale e stata sottolineata, per esempio, in [9] e [15]).

Precisamente, dopo avere richiamato nel §1 le principali notazioni usate,
nei §2 e §3 si studiano i predecessori dei sottinsiemi e ideali di Borel
di k[Xi, ..., X, ]. Infine nei §4, §5, §6 viene fornita un’ampia caratte-
rizzazione degli ideali di Borel di k[X, Y, Z] attraverso I'analisi degli /-vettori
ammissibili. Vengono in particolare date condizioni necessarie e sufficienti
affinché due ideali di Borel a, bck[X, Y, Z] abbiano la stessa risoluzione
(libera minimale) numerica. E inoltre, dato un A-vettore ammissibile #,

(*) L’autore ha usufruito di finanziamenti MURST e GNSAGA (CNR).
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viene caratterizzato l'ideale di Borel, corrispondente ad %, che ha i migliori
numeri di Betti possibili.

Molti dei risultati contenuti in questo lavoro sono maturati a latere durante
la preparazione di [16], per questo un sincero ringraziamento va a L. Ramella,
soprattutto per il suo criticismo e diffidenza che hanno portato a chiarire alcu-
ne intuizioni non troppo riflettute. Rilevante & stato anche 'apporto di T. Mora
che ha originato tutto il lavoro sugli ideali di Borel e ha ispirato le idee di
base.

1. — Notazioni.

Per le notazioni si rimanda a [15] e [16].

Ricordiamo solo che per ogni ne N, T(n) := (X, ..., X,,) denota il semi-
gruppo (moltiplicativo) dei termini (= monomi monici) sui simboli X3, ..., X, e
X significa X{-...- X eon a = (ay, ..., a,) e N".

Inoltre, per ogni ie{1,...,n}, T@{) :=(X;, .. X;)cT(n) e T'(i,n) :=
Xu_itty - X)) T(n).

Salvo esplicito avviso contrario < indica uno qualsiasi tra i due ordini di
termini deg-lex o deg-rev-lex per cui X; <...<X,.

Similmente, P(n) := k[X|, ..., X, ] denota 'anello dei polinomi in n inde-
terminate su un campo effettivo k di caratteristica 0; m(n) := (X, ..., X,));
inoltre per ogni d e N, P(n);c P(n) indica la parte omogenea di grado d e per
ogni Me P(T(n)), My :=MnN P(n),.

In particolare, se ac P(n) € un ideale omogeneo, per ogni d € N*, si consi-
dera N(a); :=T(n);\T(a), dove T(a) denota l'ideale di semigruppo generato
dai termini direttivi degli elementi di a.

Se n =3 anziché T(3), P(3), m(3), T(2); e T' (2, 3), scriveremo semplice-
mente T, P, m, T,;, Tje X, Y, Z invece di X;, X,, X;.

Per ogni t = X“eT(n) e per ogni je {1, ..., n} tale che a;> 0, 'unico u; e
T(n) con t=X;u; ¢ chiamato j-predecessore di ¢.
Per ogni Ae #(T(n)) e per ogni je {1, ..., n} Uinsieme dei j-predecessori

degli elementi di A & Pd;(A) := {u;eT(n): IteA, t = X;u,;}, mentre l'insie-
me dei predecessori di A e Pd(A) := jQJIde(A).

Poiché per ogni teT(n) e je {1, ..., n} tali che ¢ abbia j-predecessore u,
risulta grado (u;) = grado (¢) — 1 e poiché ogni A e & (T'(n)) puo essere pensa-
to come A = dLJNAd’ vale Pd(A) = d|e_|NPd(Ad).

Se ac P(n) € un ideale monomiale di grado iniziale d > 1, generato in gradi
<s+1 e con sistema minimale di generatori G(a)cT(n), per ogni le
{2,...,n} eje{d, ..., s+ 1} poniamo:



SUGLI IDEALI DI BOREL 209

v, j:=#{teG(a);: t ha l-predecessore e non ha (I-1) — predecessore} e

vy,; = #{teG(a);: t ha 1-predecessore}.

Nel corso del lavoro un ruolo essenziale & giuocato dalla relazione «—» de-
finita, su T(n); per ogni d e N*, dalla formula:
X XS X X X0 XS TS XS Wi ocon a; > 0.
In particolare, X;— X, _; per ogni ie {2, ..., n}, e X; ha bisogno di esatta-
mente (7 — 1) passi per raggiungere X; via «—».

In generale, T(n);3t = X~ 2-2% X ... X va su X{, via «—», dopo esat-
tamente a, +2as5+3a4+ ...+ (m—2)a,_1+ (n—1)a, passi, attraverso di-
versi cammini, senza raggiungere solo quei 7 € T(n),; che contengono piui varia-
bili «grandi» di quante non ne compaiano in ¢.

Per esempio, T(4);5t = XZX; X2 ...— X} dopo 10 passi, attraverso per-
corsi diversi, non toccando solo i termini in

T'(2,4), UT (2,4),X, UT (2, 1), X, U{XFX}, X, X, X3, XP X7}

La relazione «—», per ogni d e N*, induce su 7(n); un ordinamento parzia-
le, denotato < e definito da v’ <t se t—...— 1’ via «—». Per esempio X; X; e
X2 non sono relati da <.

Peraltro, se v < 7’ risulta necessariamente 7 < 7’ sia rispetto a deg-lex che
rispetto a deg-rev-lex.

Un A e P (T(n)) si dice stabile rispetto a «<—» se per ognite A risultare A
per ogni 7 <t.

Per ogni d e IN*, il comportamento di 7'; rispetto a «—» puo essere descrit-
to dai seguenti «triangoli»

X4 XY « X972Y2 « .« X?Y9? « Xy¢! « Yy¢

T T 7 T T
X1VZ — XUYZ — .o« XPYIZ « XYRZ < YT'Z
1 1 1
Xd72Z2 «— .. @X2yd74zz& Xyd73z2 (_Yd72z2
T T T
7 T T
XZZd—2 «— XYZd72 eYZZCZ72
T T
defl «— de—l
T

Zd
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nei quali, (cf. [16] Rem. 2.6. b)) & possibile leggere tutti i termini di 7}, ordinati
rispetto ai diversi ordinamenti. Pii precisamente, partendo da sinistra in alto e
muovendosi contro le frecce lungo le righe (risp. lungo le colonne) si legge (in
senso crescente) deg-lex (risp. deg-rev-lex) con X <Y < Z. Viceversa, parten-
do da destra in basso e muovendosi secondo le frecce lungo le righe (risp. lun-
go le colonne) si legge (in senso crescente) deg-rev-lex (risp. deg-lex) con
X>Y>7Z.

Notiamo anche che, se per ogni de N*, 7€ {1, ..., d+ 1} indichiamo con
l; 4 (risp. ¢; ¢) la i-ma riga dall’alto (risp. la ¢-ma colonna da destra) del «trian-
golo» corrispondente a Ty, si ha l; ,="T,; (risp. ¢; 4= Ty e vale

#lg=#c g=d+1—(G—-1)=d+2—1.

Inoltre, per ogni ae {1, ...,d+1} si ha

#‘Ulli,d=#‘Ulci,d= DW@+2-D)=ald+2)—a/22d+4—-a—1) =
J= )= i=1

=a/2(2d —a +3).
Risulta infine Td\,ITI1 La=Z"T; ,e Ty\ _IT|1 ¢.a=XT;_,.

2. — Sottinsiemi e ideali di Borel.

In questo § richiamiamo le definizioni di sottinsieme di Borel (con grado
assegnato) di T(n) e di ideale di Borel di P(n), illustrandone alcune proprieta
generali.

DEFINIZIONE 2.1. — Per ogni d e IN*,

1) Si dice sottinsieme di Borel di grado d un Be P (T(n);) con la pro-
prieta che se X{"...X{...X/...X;"eB, allora per ogni je{l,...,n} con
a; >0, risulta X{"... X" XG5 Xie B per ogni i <j.

2) Si dice segmento lex di grado d un L e P (T(n);) con la proprieta che

se t e L allora risulta te L per ogni t e T(n), tale che © <y, t. In modo simile
st definisce il segmento r-lex di grado d, Ae P(T(n);).

OSSERVAZIONE 2.2. — @) Ogni Be P(T(n),;) di Borel & stabile rispetto a «—»
viceversa ogni Ae P (T(n);) stabile rispetto a «—» & di Borel.

b) 1 segmenti lex ed r-lex sono sottinsiemi di Borel di T(n),, inoltre, per
. { (n +d—-1
ognime {1, ...,

n—1 )}, esiste un unico segmento lex (risp. r-lex) L, . 4
(risp. A4,, ,, ¢ contenente w elementi.
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¢) Se n =3 scriveremo semplicemente L, 4 (risp. A, 4). Inoltre, per
a a
ogni ae{l,...,d+1}, risulta U s=Lys2q s34 mentre Uc ;=
j=1 d+1 a+1 Ji=1"
T, \1 (dfng)y 4- In particolare, se a =d + 1, risulta ‘U1 Lia= 'U1 ¢i.a=Ty.
J= J=

DEFINIZIONE 2.3. — Un ideale monomiale b c P(n) si dice di Borel (isp.
segmento lex, segmento r-lex) se, per ogni d e N*, N(D),; é di Borel (risp. seg-
mento lex, segmento r-lex) (cf. [16] Def. 2.9.).

OSSERVAZIONE 2.4. — a) Per ogni ideale di Borel b c P(n) di grado iniziale
d>1risultav, 4=1ewv, ;=0 per ogni je N\{d}, si ha infatti X/ e b e X ¢
per ogni je{0,1,...,d—1} (cf. [16] Rem. 2.10. a)).

b) E stato provato da Macaulay che per ogni h-vettore ammissibile & =
(1,m, hy, ..., hy) e N"¢*D esiste un (unico) ideale segmento lex (0-dimensio-
nale) £(%) che ha i come h-vettore (vedi, per esempio, [4] Th. 4.2.10.). Gli ideali
segmento r-lex (0-dimensionali) A(%) esistono invece solo per una classe ri-
stretta di i-vettori ammissibili # (cf. [6] Prop. 3.3. e Prop. 3.6., [16] Prop. 2.13.).
Per questo, soprattutto in [6], sono state introdotte diverse generalizzazioni
della nozione di segmento r-lex.

DEFINIZIONE 2.5. — 1) Un ideale monomiale acP(n) ¢ detto definitiva-
mente segmento r-lex se esiste DeN* tale che N(b); sia segmento r-lex
(eventualmente @) per ogni d =D.

2) Un ideale monomiale acP(n) con grado iniziale d' >1 e sistema
minimale di generatori G(a) cT(n), ¢ detto quasi segmento r-lex se:

n+d' —1

@) T \G@)y = Ay, 0,00 con 0= ("1 L]

) - #G,
(b) per ogni d>d' con G(a)g# 0, posto T,=min,_ . {teGa)}, st
ha g2 {tE T(n)d: tBr—lede}'

3) Un ideale monomiale ac P(n) con grado iniziale d > 1 ¢ detto inizial-
mente segmento r-lex se N(D); ¢ segmento r-lex.

OSSERVAZIONE 2.6. — a) Ogni ideale segmento r-lex & quasi segmento r-lex
(cf. [6] Prop. 4.4.) e definitivamente segmento r-lex.

b) Ogni ideale quasi segmento r-lex e inizialmente segmento r-lex.

¢) Ogni ideale 0-dimensionale ¢ banalmente un ideale definitivamente
segmento r-lex (basta applicare [6] Cor. 2.15.).

EseMPIo 2.7. — 1) Sia h = (1,3, 6, 7, 8, 4), poiché hy =T < (3 : 2) ehy>
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hs, non esiste A(h) (cf. [16] Prop. 2.13.). D’altra parte, ideale 0-dimensionale
a=(Z3% YZ% Y*Z,Y?, XY*4, X?Y? X372 X3YZ,X'Y? X°Z,X°Y, X% ¢
quasi segmento r-lex e ha h come h-vettore. Infatti, con la notazione di Def.
2.5.2, risulta d' =3 e N(a);= A4 3, si ha poi G(a);=0 e N(a),= {X*, X*?Y,
X3Z, X*Y?, X*YZ, X*Z*% XY?, Y*'} #Ag,, N)s={X° X'Y, X'Z,
X3Y?} = Ay 5 ¢ per ogni T2,,,X>YZ, vale Teay; inoltre N(a);=0 Vi=6
(ossta sono soddisfatte le condiziont di Def. 2.5.2.).

2) Lideale a = (Z3, YZ?,Y?Z,Y?) é quasi-segmento r-lex ma non é
definitivamente segmento r-lex. Si ha infattt G(a); = 0¥d # 3, 5; risulta inol-
tre da sopra che N(a);=A7 3 e N(a)#Ag 4. Poiché N(a);={X°, X'Y,
X'Z,X?Y?, X*YZ, X3 Z*%, X*Y? XY*} # Ag 5 e N()s5.; = X7 N(a); per ogni
JjeN*, chiaramente N(a); non € segmento r-lex per ogni de N\{0, 1, 2, 3}.
D’altra parte, é altresi chiaro che {teTs: t =Y} ={Y® Y*Z, Y3 Z% Y*Z3,
YZ*, Z%) cas.

3) Per h' =(1,3,6,7,9, 4) non esistono ideali quasi segmento r-lex.
Infatti, poiché h3 =T, un eventuale siffatto ideale a’'c P dovrebbe avere
G(a')y={Z3, YZ?, Y*Z}, risulterebbe quindi necessariamente #(T;\{X, Y,
ZYZ3, YZ2, Y2Z)) = #(T,\{Z%, YZ3, Y222, Y3 Z, XZ3, XYZ2, XY?Z}) =
156 —7=8<9=h,. Peraltro, gli ideali b= (Z3, YZ?% XZ*% Y*Z,Y? XY*Z,
XYY, X2Y2Z, X2Y3, X3YZ, X4 Y2, X5Z, X5V, X% e £(h') = (Z3, YZ2, XZ2,
Y4Z,Y? XY3Z, XY, X2Y2Z, X3YZ, X Z,X3Y3, X Y?, X°Y, X5) hanno h'
come h-vettore e sono (ovviamente) definitivamente segmento r-lex.
n+d—1

Notazione 1. Per ogni delN e w e {1, ,( n—1

)} I'insieme dei sot-
tinsiemi di Borel di T(n); aventi w elementi & denotato:
B(n, w, d)

Se n =3 scriveremo semplicemente B(w, d).

OSSERVAZIONE 2.8. — Se d=0 si ha T(n)y= {1} e quindi B(n, 1,0) =
{T(n),} = {{1}}; in generale, per ogni deN*, B(n,1,d)={{X{}} e

B(n,("ﬁf),d):{ﬂmﬁ. Inoltre B(n, 2, d)={{X{, X{ 'X,}},
(o) )t . o)

-1,d) ={Tm);\{X7}}.

Si ha altresi #B(n, w,d) =1 se e solo se we{l,z,(
(n+d—1)_1 (n+d—1
n—1 ’ n—1

Ln,w,d:An,w,d-

n+d—-1
-2
n—1 ) ’
)} e per tali valori risulta necessariamente
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Notazione 2. Per ogni de N*, we {1, ,(n;gI 1)} e BeB(n, w, d)
poniamo

B(l) = T(n)d+1\{X1’ ceey Xn}{T(n)d\B}

(n.b. se = (”*dgl) si ha B=T(n), e Bm:T(n)dH).

PROPOSIZIONE 2.9. — Per ogni deN, we {1, ’(n;;fgl) —1} e Be

B(n, w, d) risulta

n—2

By = i':][)XiH(Bﬂ T'(n—i,n)).

Dim. — Osserviamo innanzi tutto che 'unione al secondo membro & disgiun-
ta (cf. [16] Rem. 1.2.) e proviamo che per ogni i¢e {0, ...,n—2} risulta
X 1BNT (n—i,n);)N{Xy, ..., X, }{T(n);\B} = 0. Osserviamo prelimi-
narmente che, essendo B di Borel, se teT(n);\B ha j-predecessore u;e
T(n),_, allora u;X;,,eT(n);\B per ogni he {0, ..., n—j}. Se esistesse 7€
X1 BNT' (n—i,n))N{Xy, ..., X, }{T(n);\B} dovrebbe essere =Xt
conteBNT'(n—1i,n); e v=X;u; con ujeT(n)d\B. Ora, dire 7eX; (BN
T'(n—1i,n);) significa dire che 7 non & divisibile per X, ..., X;, deve quindi
essere necessariamente j =i+ 1. Se j=1+ 1, l'equazione X;,;t=X; 14%; 11
dat=u;, e Tm);\B)N(BNT (n—1i,n);)=0, non pud pertanto essere j =
1+ 1. Se j=1+1+h per qualche h e N*, 'equazione X; , 1t =X, 11, %142
implica che X, |%;11, € quindi che ¢ =X;, 1, %1 14,/X;41€T(n)s\B, per
quanto osservato in precedenza; ma allora te(T(n);\B)NBNT (n —
i,n);)=0. Pertanto, per ogni ie{0,...,n—2} risulta X;, ,(BNT' (n -
i,n);)cBy.

D’altra parte, poiché Bc T(n),, si ha X! *'e {Xy, ..., X, }{T(n); \B}, quin-
di ogni 7 e B(;) ha j-predecessore per qualche je {1, ...,n—1}. Per ogni 7e
Bg)ysiai,e{1,...,n—1} il minimo traije {1, ..., n — 1} tali che 7 abbia j-
predecessore. Chiaramente t:=v/X; ¢ T(n);\B (perché altrimenti sarebbe
X, te{X), ..., X, }{T(n);\B}). D’altra parte, per la scelta di i, risulta t e (B N
T'(n—i,—1,n);) e quinditeX; BNT' (n—1,—1, n);). Questo conclude la
dimostrazione.

COROLLARIO 2.10. — Se n = 3, nelle stesse ipotesi di Prop. 2.9, si ha

Buy=XBUY(BNT).



214 MARIA GRAZIA MARINARI

COROLLARIO 2.11. — Se X§ ¢ B, nelle stesse ipotesi di Prop. 2.9, si ha
B(l) = X1 B.

Dim. - Discende immediatamente da Prop. 2.9. in quanto le ipotesi
X{¢B e BeB(n, w, d) assicurano che BcT(n);\T'(n — 1, n);) =X;T(n),_,
dal momento che de’zinﬂ“fXg‘i‘...X,?" eB per qualche (ag,...,a,) e
N®=27\{(0, ..., 0)} implicherebbe X3 € B a causa della stabilita di B rispetto

a «—>»,

OSSERVAZIONE 2.12. — a) Si ricava da Cor. 2.10 che per ogni B € B(w, d) va-
le #B)=w + #(B NTy) e da questo discende in particolare che #(A4,, 4)1) <
#B(1) in quanto si ha #(A4, 4N Ty < #(BNTy), per ogni BeB(w, d).

b) Nelle stesse ipotesi di a) risulta Bj,e B(w + #(BNTy), d+1). Per
quanto gia osservato in @) dobbiamo solo verificare che B, & stabile rispetto a
«—=>». In virtua di Cor. 2.10, per ogni e B, vale o te XB o e Y(BNTy).
Se 7= Xt, per qualche te B, per ogni 7' €T, tale che 7' <7 deve essere
7' =Xt" cont’' <t,vale quindi 7’ € XB perché per ipotesi B ¢ stabile rispetto a
«—>». Se 1= Yt, conte B Ny, poiché Yt Xt oppure Yt—>Yt' cont' <t, ogni
7' €Ty, tale che 7' <7 0 & della forma 7' =Xt' con t'<t o & della forma
7' =Yt con t'e(BNTy) tale che ¢’ <¢, cioe ancora v’ e B(y).

n—2
¢) Piu in generale, per ogni Be B(n, o, d) risulta #B,=w + > #(Bn
i=1
T'(n—i,n);) e si prova in modo simile a b) che B e B(n, #B), d + 1).

n+d-—1

Notazione 3. Per ogni de N, we{l, ,( "1

)} BeB(n, o, d), ie
N* poniamo iterativamente

By :=Tm)g i \{ Xy, .., Xy {HT()g 4 i -1 \Bii—1)}»
con By =8B (n.b. se w= (n +d- 1), risulta B=Tn); e By =Tn)g,,

n—1
VieN*).

OSSERVAZIONE 2.13. — a) Per ogni B e B(w, d), si ricava dal Cor. 2.10 che
ByyNTa1=Y(BNTy e quindi che By =XBg) UY(BqyNThi1)=
X2BUXY(BNT)) UY2BNTY), cosicché By N Ty, ,=Y%BNT;). Pertan-
to, iterativamente, al variare di ¢ e IN*,

By =XB;-1yUYBi-1yNThi-1) = ...

=X'BUX" " 'Y(BNT) UX " 2Y2(BNT) U...
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L UXYTYBNT) UY(BNTY) =

=X'BL ( _|_.|1X7"-7YJ'(B N Téz)) )
=
con By NTy ;=Y (B NTy). Inoltre B; e B(w + i#(B N 'T}), d + 1) infatti, da
quanto appena visto discende che #B;, = w + i#(B N Ty); mentre che B; sia
un sottinsieme di Borel di T}, ; discende, come in Oss. 2.12. b), dall’analoga
proprieta di B(;_;), ottenuta iterativamente da B.

b) Piu in generale, per ogni B e B(n, w, d), B; ¢ sottinsieme di Borel di
T(n);. ;, la sua cardinalitd risulta, perd, alquanto piu difficile da calcolare (cf.
Oss. 2.12 ¢)).

3. — Predecessori e ideali di Borel.

In questo § dopo avere evidenziato la peculiarita dell'insieme dei predeces-
sori di un ideale di Borel, viene illustrato un procedimento per costruire un
ideale di Borel 0-dimensionale a partire da un’opportuna collezione di sottin-
siemi di Borel di T(n).

OSSERVAZIONE 3.1. — a) Dato ¢t = X“eT(n), per ognije {1, ..., n} tale che
a; =0, chiaramente non esiste j-predecessore di ¢.

b) Per ognit=X"eT(n)\{1} esisteje {1, ..., n} tale che ¢t ammetta j-
predecessore u; (infatti, dire ¢ # 1 significa precisamente dire che a; >0 per
qualche je {1, ..., n}).

Unt=XeT(n)\{1} ammette j-predecessore per ogni je {1, ..., n} see
solo se a; >0 per ognije {1, ..., n}, mentre ammette solo il j-predecessore u;
per qualche je {1, ..., n} se e solo se a;>0 e a;=0 per ogni i #j.

¢) Set=X{"... X/ eT(@), allora t ammette j-predecessori al piu per je
{1, ..., 1}, mentre se t =X 5¢}...X»eT' (i, n), allora ¢ al pi ammette j-
predecessori per je {n—i+1, ..., n}.

d) Set=X"eT(n)\{1} ammette sia j-predecessore u,; e T(n) che i-pre-
decessore u; € T(n) per qualche i #je {1, ..., n}, allora risulta u; = u; (se in-
fatti fosse u; =u; sarebbe ¢{=u;X;=u;X;, assurdo perché per ipotesi si ha

ESEMPIO 3.2. — 1) Sia A = {X,X,, X, X2, X2 X;} c T(n). Risulta Pdy(A) =
(X,, X2}, Pdy(A) = {Xy, X, X3}, Pds(A) = {X, X5, X2} € quindi Pd(A) = {X;,
X,, X1 X3, X3, Xo X3, X§}. In particolare si ha Pd,(A)c Pd(A), Pd(A) ¢A e
Pd(A) non ¢ ideale di ordine.
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2) Sia A= {1,Xl,Xz,X3,X12,X1X2,X1X3,X13}CT("). Risulta
Pdl(A) = {1, Xl’ Xg, Xg, Xlz}, sz(A) = {1, Xl}, Pdg(A) = {1, Xl} e qulndl
Pd(A) = Pd;(A), Pd(A)cA e Pd(A) ¢ un ideale di ordine.

ProOPOSIZIONE 3.3. — Se NcT(n) ¢ ideale di ordine, anche PdA(N) é
tale.

Dim. — Siano t € Pd(N) ed s € T(n) tale che t = s-u per qualche v € T(n). Li-
potesi t € Pd(N) significa che esiste je {1, ..., n} tale che 7= X;te N. Risulta
7= X;u-s e quindi in particolare X;s € N perché per ipotesi re N e X;s|r con N
ideale di ordine. Ma, da X;s € N discende allora che s € Pd(N) (in quanto j-pre-
decessore di X;s) e quindi Pd(N) ¢ ideale di ordine.

COROLLARIO 3.4. — Per ogni ideale acP(n), Pd(N(a)) ¢ ideale di
ordine.

DiM. - E una conseguenza immediata di Prop. 3.3 e del fatto che
N(a) := T(n)\T(a).

OSSERVAZIONE 3.5. — Non vale il viceversa di Prop. 3.3. Per esempio, se A =
{X1, X1 Xp, X1 X3} risulta Pd(A) = {1, X;, Xy, Xz} ossia Pd(A) é un ideale di
ordine di 7(n), per ogni » = 3, mentre A non é tale (e.g. in quanto X, | X; X, ma
X,¢A).

PRrOPOSIZIONE 3.6. — Se BCcT(n); ¢ un sottinsieme di Borel, allora
Pd(B) = Pd,(B).

Dim. — Poiché per definizione Pd, (B) ¢ Pd(B), basta far vedere che per ogni
u e Pd(B) risulta u € Pd,(B). Ora, dire u e Pd(B) significa che esistono je
{1,...,n},teB con t=X;u, ossia t =X{"...X%... X;"e B, con a; >0 e u =
X{“...Xﬂf‘l ...Xe Pd(B). D’altra parte, te B con BcT(n); sottinsieme di
Borel, significa in particolare che ¢’ = X{"*'... X% ... X" e B e quindi u pud
anche essere pensato come 1-predecessore di t’, cioé proprio u € Pd;(B) come
voluto.

OSSERVAZIONE 3.7. — Naturalmente dato AcT(n); pud essere Pd(A) =
Pd,(A) senza che A sia sottinsieme di Borel di T(n),.

Per esempio, se A = {X?, X1 X,, X; X5, X; X3} c T(n)s, & chiaro che A non &
un sottinsieme di Borel in quanto X, X;—XJ ¢ A e tuttavia Pd(A) = {X;, X,,
X} = Pd;(A).

PRrROPOSIZIONE 3.8. — Un Ne P(T(n)) é ideale di ordine se e solo se
PAd(N)CN.
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Dim. — Sia N € #(T(n)) un ideale di ordine, poiché per ogni % € Pd(N) esi-
stonoje {1, ..., n},teN cont=X;u, risulta in particolare che u|t. Dall'esse-
re N un ideale di ordine discende allora che u € N, vale quindi Pd(N) ¢ N. Sup-
poniamo viceversa che valga Pd(N) ¢ N e deduciamone che allora N & un ideale
di ordine. Siano t e N ed s e T(n) tali che ¢ = u-s per qualche u e T(r)\{1}. Sia
w=Xn... X% con a;, >0 per ogni te {1, ..., r}, cosicché vale X, |t e quindi
t/X; e N, in quanto per ipotesi Pd(N) ¢ N. Si ha inoltre /X, = u-s/X;, = u/X; ‘s
con grado (u/X;) = grado (u)—1.

Ripetendo lo stesso ragionamento, a partire da /X; e N e u/X; € Pd(N), si
arriva a X, |t per qualche he{1,...,r} e t'=t/Xn.. . X ' Xt eN.
Pertanto, essendo s =¢'/X;, abbiamo per I'appunto che s e N, in quanto j,-pre-
decessore di t' e N.

COROLLARIO 3.9. — Un Je P(T(n)) ¢ ideale di semigruppo se e solo se

PA(N())Cc N ().

Div. - E una conseguenza immediata di Prop. 3.8 in quanto J & un ideale di
semigruppo se e solo se N(J) & un ideale di ordine (vedi, per esempio, [15]

§3).

COROLLARIO 3.10. — Se bcP(n) ¢ un ideale di Borel allora

Pd; (N(D)) = Pd(N (b)) c N(D).

Dim Discende immediatamente da Prop. 3.8 tenuto conto di Def. 2.1 nonché
di Prop. 3.6 e Cor. 34.

OSSERVAZIONE 3.11. — Non vale il viceversa di 3.10, per esempio 'ideale a =
(Xf)’zv X225 Xlg’ X12X27 ’ X12X37 X1X2X3) soddisfa Pdl(N(a)) = Pd(N((I)) gN(C()
ma non & ideale di Borel.

TEOREMA 3.12. — Fissato d e N* siano
B, :=T(n),, per ogni he {0, ...,d—1},

ByeB(n, w, d) per qualche w e {1, ...,("+d_ 1) —1},

BqiiC(Bgij-1)a) un sottinsieme di Borel di T(n),.;, per ogni je
{1, ..., s —=d},
B,=0, per ogni 1> s.

Allora N := JTLBi ¢ un ideale di ordine.
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Dim. - Gra%ie a Prop. 3.8 & sufficiente dimostrare che vale Pd(N)cN. Po-
niamo N, := UOBi’ cosicché valgono N,C N, . per ogni ke N, N, ;=N per

ognijelN, e proviamo che si ha Pd(N,,) c N, per ogni k € IN. Chiaramente per
ogni je {0, -1} non ci sono probleml in quanto in tal caso risulta

Pd(N;) = Pd |_|B = |_lPd(B)— |_|B N;_1CcN; dal momento che si

ha B;= T(n)L —XlT(n)z,l U7 (n— 1, n)Z e quindi Pd(B;) =Pd,(B;) =
T(n);_, per ogni ie {1, ...,d—1}.
Inoltre, essendo B;e B(n, w, d), vale Pd(B;) = Pd,(B;) (cf. Prop. 3.6) e
d

quindi Pd,(B;)cT(n);_,=B;_,. Risulta pertanto Pd(N,) = Pd _|_|0 Bi) =
d d-1 iz
Ll PaB)c LB := Ny 1c Ny

Rimane dunque soltanto da provare che si ha Pd(N; . ;) C Ny ; per ogni je
{1, ..., s —d} e per questo chiaramente ¢ sufficiente provare che Pd(N, ) C
N;.i. Poiché per definizione Ny,;=N;UB;,{, risulta Pd(Ny,1) =
Pd(N;) UPd(B; ). Noi sappiamo gia che Pd(N;) c N,, basta pertanto con-
trollare Pd(B; ). Ora, l'ipotesi B;,,cT(n);, sottinsieme di Borel implica
che Pd(By,1) = Pd,(B;.1), inoltre, cf. Prop. 2.9, I'ipotesi

n—2

Bi 1€ (B :XleJ:llXiJrl(Bdb NT' (n—i,n))
implica che Pd,(B;,) = B;c Ny, come richiesto.

OSSERVAZIONE 3.13. — Essendo J(N) :=T(r)\N un ideale di semigruppo
(vedi, per esempio, [15] § 3), possiamo considerare l'ideale monomiale a:=
a(J(N)) c P(n) a lui associato (vedi, per esempio, [16] Rem. 1.4). Tale a risulta
essere un ideale di Borel 0-dimensionale in quanto si ha per costruzione a; =
P(n) per ogni l>s e N(a);=B; per ogni le {0, ..., s}

In particolare, posto h;:=#B; per ogni ie{l,...,s}, hi=
(1, hy, ..., hy) e N*¢+D risylta essere un h-vettore ammissibile (cf. [4] Thm.
4.2.10).

4. — Sottinsiemi di Borel di 7.

In questo §, servendoci dei «triangoli» che deserivono T; al variare di
d e N, caratterizziamo i sottinsiemi di Borel di T,



SUGLI IDEALI DI BOREL 219

Notazione 4. Per ogni w, re N col simbolo w((r)) indichiamo una qualsiasi
serittura del tipo:
w=b+..+b,con beNVle{l,.. s}, b<r,
bl>bl+1 se bl>0’ bl+j=0 VJEN se bl=0.

Denotiamo inoltre f(w)<, il numero delle diverse scritture w((r)).

OSSERVAZIONE 4.1. — Chiaramente f(w)<o=0 per ogni weIN*. Inoltre,
essendo
0=0+0 risulta f(0)<,=1 per ogni reIN,
1=1+0 risulta (1)<, =1 per ogni re N*,
2 =240 risulta f(2)<,=1 per ogni re N\{0, 1}.

PROPOSIZIONE 4.2. — Fissato w € N*, sia ke N tale che

k+1 k+2
2 2

Assegnare B(w)<, al variare di re N definisce una funzione monotona non-
decrescente di N in sé che ¢ nulla finché k < v, strettamente crescente per v e
{k+1, ..., o}, costante uguale a f(w)<, per r>w.

(Notiamo in particolare che, se w #1 allora keIN*).

Dim. — Come risulta da Oss. 4.1, I'enunciato & banale per we {1, 2}. Di-
scende altresi dalla definizione di w((r)) che per ogni w € N* deve essere b, =
k + 1: se fosse infatti b; <k, per ogni scelta di b;elN, le {2, ..., s} soddisfa-

s k
centi le condizioni richieste, risulterebbe > b,< D 1= (k ;— 1) <w. Si ha
=1 =1
pertanto f(w)<, =0 per ogni » < k. Inoltre, poiché si vuole b, IN per ogni [ e

{1, ..., s}, deve essere b, < w, risulta pertanto,

ﬁ(w) ::ﬁ(a))sw = ﬂ(w)sr

per ogni r= w.
Infine, per ogni ie {1, ..., w —k}, by =k + ¢ da luogo a una scrittura del
tipo voluto, non realizzabile con » <k + 1.

OSSERVAZIONE 4.3. — a) Fissato w e IN*, supponiamo d = k, dare la totalita
delle seritture w((d + 1)) equivale a descrivere l'insieme B(w, d). Infatti, poi-
ché ogni B e B(w, d) & stabile rispetto a «—», situandolo nel «triangolo» corri-
spondente a T, si vede che per ogni t e B risulta necessariamente 7e B per
ogni 7 e T, che nel «triangolo» sia collocato sopra o a sinistra di ¢. Detto b; il
numero degli elementi di B che stanno su /; 4, quanto osservato sopra, a ben
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vedere, significa precisamente che b,>b;., se b,> 0, b;, ;=0 per ogni je N se
b;=0 ece. Ossia, un qualsiasi Be B(w, d) da luogo a una scrittura w((d+1)).

Viceversa, data una qualsiasi scrittura w((d + 1)), se per ogniie {1, ..., s}
si prendono i primi b; elementi (da sinistra) di [; 4, si ottiene chiaramente un
BeB(w, d).

b) In virtu di a), discende da Prop. 4.2 che per d <k risulta B(w, d) = ¢
(poiché nel «triangolo» corrispondente a T, ci sono esattamente (d ; 2) ele-
menti, se d <k —1si ha #T; < (k —2'— 1) < w). D’altro canto, per d = w — 1 ri-

sulta #B(w, d) = f(w) (in questo caso, infatti, la riga piit lunga del «triangolo»
corrispondente a T; ha lunghezza = w, pertanto, si trova in 7 il sottinsieme di
Borel corrispondente alla scrittura w = w + 0, come pure tutti gli altri corri-
spondenti alle seritture con b; <w.)

Complessivamente, per ogni d=w — 1,

#B(w, d) =B(w)<q+1

e #B(w, d) = #B(w, d + 1) per ogni 7e IN*,

¢) Notiamo infine che per ogni B e B(w, d), collocando l'insieme T,;\B
nel «triangolo» corrispondente a T, si vede che per ogni teT,;\B si ha te
d+2\
:)
w, linsieme T,;\B corrisponde a una scrittura a =5, +...6, con §,eN Vie
{1, ...,7}, B1<d+1, B,>B18¢ $,>0, 5,,;=0VjeNse ;=0 (come in b),
questo equivale a prendere per ogni ie {1, ..., r} i primi §; elementi (dal bas-
s0) di ¢; 4).

T,\B per ogni 7 e T, situato sotto o a destra di ¢. Inoltre, posto a = (

PROPOSIZIONE 4.4. — Per ogni w € N* risulta:

([(w—1)/2] o—-k-1
> D+ > B(N<w-j-1)
i=0 j=lo-1)2]+1
ser=zw

[(w—1)/2] w—-k-1

2 B+ > B(N<w-i-1)

Blw)<,=1 iZ%-» J=l )R] +1
se w—[(w—1D)2]I<r<w-1
o—k-1
2 B(N<w-j-1

j= r

sek+l<r<o-[(w—-1)2]-1.
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Div. - Se we {1, 2}, in Oss. 4.1 & gia stato detto tutto il possibile, che puo
essere considerato come primo passo per linduzione. Supponiamo quindi di
avere calcolato S(m)<, per ognim < w — 1, re N e caleoliamo S(w)<, per ogni
relN. Si ha:

ow=w+000)) in S(0) =1 modi,
w=w—-1+1((1)) in (1) =1 modi,
ow=w—1+1%(2)) in (1) modi finché w —1—1 =1, cioe 27 < w — 1, ossia
1< [(w—1)/2],
wo=0w-7+j(w—7j—1)) in B(j)<@-;-1) modi finché w —j=k +1 (ab-
biamo infatti visto nella dimostrazione di Prop. 4.2 che nelle scritture conside-
rate il primo addendo deve essere =k + 1).

Ossia, & possibile calcolare fS(w)<, per ogni reIN a partire da S(1) e
B(D<@w-j-1 con t1<[(w—1)2] e jSw—k—1. Poiché per ogni we
N\{0, 1,2}, risulta w —k—1<w—-1e [(w—-1)/2] <w —1, siamo quindi in
grado di calcolare S(w)<, per ogni w, relN.

OSSERVAZIONE 4.5. — a) Le diseguaglianze w — [(w —1)2]<r<w — 1 so-
no vere per ogni weN\{0, 1,2} e vale 'uguaglianza se e solo se [(w —
1)/2]1 =1, ossia w e {3, 4}. Ora, se w =3, nella (®) di Prop. 42 risultak=1e
in effetti si hanno solo le seritture 3=3+0e 3=2+1, ossia f(3)<, =0 per
re{0,1},5(8)<2=1e f(3) =2. Se invece w =4, nella (®) di Prop. 4.2 risulta
k=1 e in effetti si hanno solo le scritture 4=4+0e 4=3+1, ossia 5(4)<,=0
per re{0,1,2}, f(4)<3=1e p(4) =2.

b) Le disequazioni w — [(w — 1)/2] < r < w — 1 definiscono l'insieme vuo-
to per we {0, 1,2} e le disequazioni k+1<r<w—[(w—1)/2] -1 defini-
scono l'insieme vuoto per we {3,4,5,7}. In effetti, se helN e tale che
w=2h+1 (nel caso dispari) e w =2k (nel caso pari), risulta rispettivamente
[(w —1)/2] = h (nel caso dispari) e [(w —1)/2] =h — 1 (nel caso pari), per cui
k+1<w-[(w—-1)2]—-1dak+1<h, tanto nel caso dispari quanto nel ca-
so pari. Notiamo che:

se k=0, si ha w=1, ossia =0 e quindi 0 +1 > 0;
se k=1, si ha we {2,3}, ossia h=1e quindi 1 +1>1;
se k=2,si ha we{4,5,6}, ossia he{2,3} e quindi 2+1>2,2+1<3;
se k=3,sithawe{7,8,9,10},0ssiahe {3,4,5} equindi3 +1>3,3+
1<4,5;
infine, se k =4, sihaw >10,0ssiah=5equindid+1 <5,k +1<hper
ogni k>4.



222 MARIA GRAZIA MARINARI

ESEMPIO 4.6. — Le anomalie evidenziate in Oss. 4.5 si riflettono nel calcolo
esplicito di f(w)<, per ogni relN e we {0, ..., 10}.

Per we{0,1, 2}, vedi Oss. 4.1; per we {3, 4}, vedi Oss. 4.5. b).

Perw=5,sthak=h=2e¢5=5+0,56=4+1,5=38+2 (0ssia, B(5)<, =
0 per ogni re {0,1,2}, B(5)<3=1, f(5)<4 =2, B(5) =3).

Per w =6, szhak 2,h=3¢e6=6+0,6=5+1,6=4+2,6=3+2+1
(ossia, p(6)<, =0 per ogni re {0’ 1, 2}’ B(6)<3=1, f(6)<s=2, B(6)<s=3
p(6) =4).

Pero=T,sihak=h=83e¢7=7+0,7T=6+1,7=5+2,7T=4+3, 7—
4+2+1 (ossia, f(T)<, =0 per ogni re {0,1,2,3}, f(TM<s=2, f(T)<s=
B(TM<s=4, B(T) =5).

Perw=8,sihak=3,h=4¢8=8+0,8=7+1,8=6+2,8=5+3,8=
5+2+1,8=4+3+1 (ossia, f(8)<,=0 per ogni re{0,1,2,3}, f(8)<s=
1, f(8)<5=3, B(8)<s=4, f(8)<7=5, B(8) =6).

Perw=9,sihak=3,h=4¢9=9+0,9=8+1,9=7+2,9=6+3,9=
6+2+1,9=5+4,9=5+3+1,9=4+3+2 (o0ssia, B(9)<, =0 per ogni re
{0, 1,2,3}, B<s=1, B9<5=3, B(D<s=5, B(9<7=6, B(9)<s=T
B(9) = 8).

Perw=10,sthak=3,h=5¢10=10+0,10=9+1,10=8+2,10=7+
3, 10=7T+2+1, 10=6+4, 10=6+3+1, 10=5+4+1, 10=5+3+2,
10=4+3+2+1 (ossia, f(10)<, =0 per ogni re{0,1,2,3}, f(10)<,=1,
B(10)<5=3, B(10)<c=5, B(10)<7=T, B(10)<s=8, B(10)<9=9, B(10)=10).

PROPOSIZIONE 4.7. — Siano de N\{0,1} e we {3, ey (d ;— 2) - 3}, allora
se:

Ly, 4 corrisponde alla scrittura o((d+1)) =by+ ... +b,, seN,

A, g corrisponde alla scrittura o((d+1)) =by+ ... +b,, reN risulta
5,- Sbj<bj e sst<r per ogni altra scrittura o((d+1)) =by+ ...+ b;.

DiM. — Ricordando le proprieta del «triangolo» corrispondente a T, in ac-
cordo con Oss. 4.1 a), si vede che L, 4 occupa un certo numero s e N* di righe,

. . . d+2
a cominciare da l; 4. Per determinare tale s osserviamo che se a = (

w, (n.b. nelle ipotesi date risulta 3 <a < (d _2|— 2) - 3) posto a = (T“; 1) +

lyeonl<r,<del</(,<r,+1 (n.b. nelle ipotesi date se »,=d risulta /,<d —
2),

muovendosi dal basso lungo le righe del «triangolo» corrispondente a T},
secondo le frecce, con a passi si ricoprono interamente », righe e £, elementi di
ly, +1,q, cosicché risulta s =d + 1 — r,. Pertanto, se d —r, # 0, L,, 4 corrispon-
de alla scelta, per ogni ie {1, ..., d—1r,}, di tutti i b; =d +2 — 7 elementi di
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- s—1
ligedib=w— >(d+2-1)=7r,+1- "7, elementi di ls, 4, presi a partire da
i=1

sinistra (n.b. se r,=d si ha s=1¢e b;=3.)
Similmente, se scriviamo w = (T‘”; 2) +/l,econl<r,<del<s(,<r,+

1 (n.b. se r, = d risulta, come sopra, /, <d —2), 4, 4 corrisponde alla scelta,

per ogniie {1, ...,0,},dibj=7,+1— (i —1) elementi di l;, 4, presi a comin-
ciare da sinistra, e di 5]- =7,+2—((,+)) elementi di [, ., 4, ancora presi a
partire da sinistra, per ogni je {1, ..., r,+1—/,} (cosicché risulta in parti-

colare r=r,).
Le proprieta dichiarate per s, ¢, e b;, b;, b; seguono chiaramente da quan-
to osservato finora.

OSSERVAZIONE 4.15. — Discende dalla dimostrazione di Prop. 4.7 che, detti
T, <...<T7, gli elementi di A4, 4 ordinati rispetto a <, @isp. 7, <... <7,
quelli di L, 4) e detti {; <... <t, gli elementi di un qualsiasi B € B(w, d), vale
T, <t;<7; per ogni te{l, ..., w}.

PROPOSIZIONE 4.9. — Per ognt de N* e w e {3, e (d42—2) —3}, posto a =
(d—2k2) —w, e scritto a = (T“f;l) +l,conl<r,<dels</(,<r,+1 (nb.

con la solita eccezione che se r,=d risulta £, < d —2), vale:

#(L, )= o +d—r, mentre

w se a)s(d+1)
#(Aa),d)(l)z
w+d—(a—1) w><d;“1).

DiM. — Per quanto riguarda #(L,, 4)a) il risultato discende da Oss. 2.12 a) e
da quanto visto nella dim. di Prop. 4.7 (ossia che L, ; contenga interamente
d —r, righe dall’alto del «triangolo» corrispondente a T; e quindi che
#(L, aNTyH =d—r,).

1) Ligulta Y9 ¢, 4 e quindi

d+1) _
2
#(A, ¢NTy) =d+1—a>0, risulta proprio #(A, 4)q=w+d— (a—1).

Per quanto riguarda #(A1,, 4)1), se o <

#(A, o)qy=w per Cor. 2. Se invece w > (d—gl), poiché w—(
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OSSERVAZIONE 4.10. — a) Poiché nelle ipotesi di Prop. 4.9 si ha ae

{3,...,(‘1;2)—3} risulta w+d—r,>w+d—(a—1) e qundi

#(Aw, d)(l) < #(Lw, d)(l)‘

b) Per quanto osservato in a), tenuto conto che dal th. di Macaulay risul-
ta hq i < #(Ly,, ¢)a), discende dalla Prop. 4.9 che esistono ideali inizialmente
segmento r-lex (e a maggior ragione ideali quasi segmento r-lex) solo per una
classe ristretta di Z-vettori ammissibili.

d;z)} ¢ BeBw, d)

PRrROPOSIZIONE 4.11. — Per ogni de N*, we {2, ,(
esiste BeB(w — 1, d) tale che B = B\{t} per qualche t<B.

Dim. - Situiamo B nel «triangolo» corrispondente a T; e osserviamo che per
ogni 7 e B con la proprieta di avere in B solo elementi alla sua sinistra o sopra
di lui verifica la condizione B\{z} € B(w — 1, d). Infatti, tenuto conto della de-
finizione di «—» e della struttura del «triangolo» corrispondente a T, dire
che un elemento 7€ B e B(w, d) non ha in B elementi alla sua destra o sotto di
sé, significa precisamente che non esiste alcun ¢ e B tale che t > 7. Pertanto,
I'insieme B\{t} & stabile rispetto a «—», ossia B\{t} e B(w — 1, d) (cf. Oss.
2.2 a)). Chiaramente I'elemento 7, € B soddisfacente 7, =t per ogni te B
(rispetto all’ordinamento di termini < considerato) ha la proprieta in questio-
ne, se infatti esistesse ¢’ € B situato sotto o a destra di 7, sarebbe necessaria-
mente ¢’ >71,, (vedi § 1), contraddicendo la massimalita di 7.

Pili precisamente, sia BeB(w, d) corrispondente (cf. Oss. 4.3 a)) alla
scrittura

U):b1+...+bs, blSd-l-l,

se, per ogni /e {1, ..., s}, gli elementi di l, ;N B sono indicati con

T/t
E bi+1,
i=1

allora l'elemento 7’ :=7 S ha la proprieta richiesta.

Discende inoltre dalléiaimostrazione di Prop. 4.7 che, se b;=d + 2 — i per
ogniie {1, ..., s}, alloraB=1L, ;(conw=s2(2d —s+3)) et' =1y, & 'uni-
co 7e B con la proprieta richiesta. Se invece risulta ¢ =J:= {je {1, ..., s}:
bj<d+2-j } allora 7/ # ¢ u,» (0ssia esistono in B diversi elementi con la la
proprieta richiesta).
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OSSERVAZIONE 4.12. — Applicando ripetutamente la procedura delineata in

2
BeB(w, d), esistono diversi B' € B(m, d) tali che, per qualche 74, ..., 7,_,€B

si abbia B' = B\{7y, ..., T, —n }. In effetti, come risulta da Oss. 2.8, per ogni
deN\{0, 1} nelle ipotesi date vale #B(w, d)>1 e #B(m, d)>1 (se m=3).

Prop. 4.11 si ottiene che in generale per ogni m < w e {3, ceo (d * 2) - 3} e

5. — h-vettori ammissibili e sottinsiemi di Borel in tre variabili.

Se h=(1,3, hy, ..., hy) e N*CTD & un h-vettore ammissibile per ogni j e
{2, ..., s} risulta &; < (J —;2) e quindi B(h;, j) = 0 (cf. Oss. 4.3 b)). Se h; <
(J ' 2), come fatto pili volte nel § precedente, porremo 0 # a; = I 2) —h;e

2 2
i+ 1
scriveremo a]-=(732 )+fj con 1sw<j e ls/l;j<sr+1 |nb. se hje

{1, ..., j}, essendo «;= (];1) +j+1—h; risulta ;=5 e j+1—-h;="(;e
{1, ...,j}, viceversa, se 7;=j, essendo h;jeN*, risulta j+1-h;= /e

(1, i)

Notazione 5. Poiché il grado iniziale di un qualsiasi ideale omogeneo (0-di-
mensionale) ac P tale che P/a abbia i come h-vettore e

. 7+2
d:=min yeN:hj<( 0 ) ,

chiameremo, per abuso di linguaggio, tale numero grado iniziale di h.

OSSERVAZIONE 5.1. — @) Se d ¢ il grado iniziale di £, allora risulta i, <

d+3
2
L(h) ('ideale segmento lex corrispondente a &) per cui esattamente d + 1 —
(rg+ 1) =d — r; intere righe dall’alto del «triangolo» corrispondente a T'; sono
contenute in N(a); (pil, eventuali elementi di l;_,, 1 o).
Risulta pertanto #(N(a)g))= hg+ d — 74, 0ssia proprio

d+3)

hg+d—1r;< ( ) Infatti, per il th. di Macaulay possiamo considerare a =

d+2
hd+1$hd+(d_7ﬂd):( 2 )—ad+(d—7'd)=( —(ad+7'd+2).

b) Se d ¢ il grado iniziale di &, allora per ogni i = d si ha h; = (l —'2— 2) —a;
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per qualche a;eIN*. Infatti, per ogni indice j tale che 7; < (J —;2

ragionamento fatto sopra porta a ;. <h; + (d —1;) < (] ; 3) in quanto si ha
per ipotesi a;eIN*.

), lo stesso

¢) Se d ¢ il grado iniziale di %, vale h;,;—h;<d per ognije {0, ..., s —1}.
Infatti, per ogni je {0, ..., d—2} risulta ;,, —h;=j+2 <d. Vale poi i, —
hy_ | = (d+2) - (d+1

2 2
ne di grado iniziale di /. Infine, poiché #(L,, 4N 7Ty) =d — 7y, risulta
#(Ly,, 4)iy = hq + 1(d — 7q) (cf. Oss. 2.13 a). Pertanto, ancora dal th. di Macau-
lay (attestante l'esistenza di 2(k)), discende che h;, ; < hy + i(d — r;) e quindi
hgsivi—hgri<(d—ry) <d per ogni ie{0,...,s—d—-1}.

) =d+1-ay<dpoiché a,;e N*, per definizio-

DEFINIZIONE 5.2. — Per ogni h-vettore ammissibile h = (1, 3, hs, ..., hy) €
N*6+D g je {2 ..., s—1} si dice j-mo ambito di sviluppo di & linsieme

A(h],]) = {BEB(h],]) #B(l) = hj+1} .

OSSERVAZIONE 5.3. — @) Se d ¢ il grado iniziale di %, allora per ognij <d —1
risulta banalmente A(%;, j) = B(k;, j) in quanto B(h;, j) = {7} inoltre, poiché
he.; =0 per ogni 1e N* vale anche A(h,, s) = B(hs, ).

b) In generale risulta A(%;, j) c B(h;, j). Per esempio se &= (1, 3, 3, 4)
allora A3 ,eB(3, 2)\A(3, 2). Infatti, #(A3 2)q) =3 <4=hg (cf. Oss. 2.12
a)).

¢) L’ipotesi che £ sia un h-vettore ammissibile garantisce che A(%;, j) #
¢ per ogni je {0, ..., s — 1}. Infatti, il th. di Macaulay implica che per ogni j e
{0, ceey d— ].} risulta th,j EA(hi, j).

d) D’altra parte, (vedi Prop. 4.9) se:
41\ . .
h; < 9 risulta /lh:/.ijA(hj,j) se e solo se vale h;, ;< h;,

h;> (];1) risulta Ahj,]-eA(hj,j) se e solo se vale h;,;<hj+j—(a;—1).

Esempio 54. — Sia h(i) =(1, 3, 6, 10, 15, 21,23, 25 +1) e N*8 con ie
{0,1,2}. Si ha Ay e A(h(i)s, 6) se e solo se i =0. Infatti, A ¢NTg=

6+2
2

cava da 0ss. 5.3 d) che A 3 ¢ € A(h(i)s, 6) se e solo se h(i);=h(1)s+6— (5—1) = 25.

{Y$, Y*Z}, inoltre, da 23 = h(i)s = ( ) —ag, St ha ag=>5 e quindi si ri-
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Pin precisamente st ha:

A((2)g, 6) = {Lgs 6}
A(h(1)69 6) = {L23,6’ TG\{Z6’ YZ57 XZ57 Y2Z49 Y3Z3}}’ €
A(h(o)éi? 6) = {L23,6’ TB\{Z6) YZ5’ XZ5v Y2Z47 Y3Z3}’ A23,6}'

OSSERVAZIONE 5.5. — Se h; > It 1), poiché si ha sempre la limitazione
hiji1<hj+ (j—7r)evaler;=a;—1Se e solosea;=2er =1 (mentre in ge-
nerale risulta ;< a;— 1), si ha (cf. Oss. 4.10 b)) Ahj,jeA(hj, 7) solo per una
classe ristretta di Z-vettori ammissibili.

Notazione 6. Per ogni h-vettore ammissibile h= (1, 3, hy, ..., h,) €
N*¢+D " eon grado iniziale d > 1 poniamo:
b[' = daX[{hi+1_hi},V[)€{0,...,S—d—l}
=,

1=

a, :=max{0, b,}.

DEFINIZIONE 5.6. — Per ogni h-vettore ammissibile h = (1, 3, ho, ..., hy) €
N*6¢+D con grado iniziale d > 1, il numero a, (definito in Notazione 6) é detto
(d + £)-mo carattere di crescita di . In particolare il d-mo carattere di cresci-
ta di h, ay, ¢ detto carattere di crescita assoluto di 2 (n.b. per £ =s —d, pen-
sando hy 1 =0, risulta b,_;e Z\N e quindi a,_,="0).

Esempio 5.7. — 1) Se h=(1, 3,6, 10, 15, 18, 22, 26, 28, 28, 18, 10)
N#12 41 grado iniziale é d =5 e 4 = hg— hs = hy — hg, 2 = hg — hy, 0 = hg — hg,
—10=h10—h9, _8:h11_h10, cloe 4:&020/1, 2:(1/2, 0:a3:a4:a5.

2) Se h=(1, 3,6, 10, 15, 21, 23, 26, 30, 33, 35) e N*!*| il grado ini-
zialeéd=663=h7—h6,4=h8—h7,3=h9—h8,2=h10—h9,ci0é4=a0=
ay, 3 =0y, 2 =as.

3) Se h=(1,3, 6,10, 15, 21, 28, 26, 30, 34, 38) e N*!' il grado ini-
ztale e d="T e 4:h8_h/7:h9_h8:h10_h/9, ctoe 4:(10:0/1:@2.

4) Se h=(1,3, 6,10, 15, 21, 28, 31, 34, 36, 40) e N*!' | il grado ini-
ztale e d="T e 3:h8_h7, 2:h9_h8, 4:h10_h9, cioé 4:(7/0:0/1:@2.

OSSERVAZIONE 5.8. — a) Per ogni / <me {0, ..., s —d — 1} risulta per de-
finizione a, = a,,, in particolare il carattere di crescita assoluto di % ¢ il massi-
mo tra i diversi a,.

b) Esiste l'ideale segmento r-lex A(h) se e solo se a;=0 (cf. [16]
Prop. 2.13).
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¢) Risulta ay="h,—h,_; se e solo se a, =a, per ogni /{0, ..., s—d—1}.

d) Siricava da Oss. 5.1 ¢) che ay < d e vale a, = d se e solo se & = h[d] do-

VehML:z(igz)pmngje{Own,d—lhhhﬂHi:(dgz)—1+ddpﬂ

ogni i€ {0, ..., s—d}, ossia

d\ (d+1\ [d+2
wdl=(1,3,6,....[ | , ~1,
2)'\ 2 2
d+2 d+2
—1+d, ..., —1+G—-d)d].
2 2

Chiaramente, 'unico ideale che relizza h[d] € L(h[d]).

Notazione 7. Per ogni h-vettore ammissibile &= (1, 3, hs, ..., k) €
N*E+1D eon grado iniziale d > 1, al variare di £ e {0, ..., s — d}, poniamo:

A'(hd+{', d+ [I) = {BEB(kd+[’, d+ [)): #(B ﬂT(;l_'_/) ZCL/’}.
(n.b. poiché per definizione si ha a,_;=0, risulta A’ (h,, s) = B(h,, s)).

DEFINIZIONE 5.9. — Per ogni h-vettore ammissibile h = (1, 3, ho, ..., hy) €
N*6*D con grado iniziale d>1, al variare di £ € {0, ..., s — d} dicesi (d + ()-
mo ambito di sviluppo h, Uinsieme A'(hq. ., d + ) (definito in Notazione 7).
In particolare A'(hy, d), ¢ detto ambito di sviluppo assoluto di .

OSSERVAZIONE 5.10. — @) In generale risulta A’ (hy,,, d+0)cB(hg,,, d+0)
(ef. Oss. 5.3 b)), mentre, come abbiamo gid osservato sopra, vale A’ (h,, s) =
A(hg, s) = B(hg, s).

b) Poiché per definizione si ha a,=h; ;41— hg+r, vale anche
A (hgyp,d+0)cAhgr,d+0) e h=(1,3, 6,10, 15, 21, 23, 25, 28) e N*?
fornisce un facile esempio in cui vale I'inclusione stretta. Infatti, il grado inizia-
le di h € 6 e vale 2=h;—hg, 3=hg— Iy, 0ssia 3 =qay=0a,. Risulta Ay g€
A(23, 6) in quanto #(As3, 6N TE) =2. Tuttavia, poiché #((As3 ¢)1)NT7) =
2<3=aqy, si ha che A5 eA(23,6)\A'(23,6) (in effetti hg=28>27 =
#( Ao, 6)(2))~

¢) Discende dalla definizione che ogni Be A’ (hy, d) deve contenere in-
teramente le prime a := a, righe dall’alto del «triangolo» corrispondente a T
e, per quanto rimarcato nel § 1 e nell’'Oss. 2.2 ¢), questo in realta significa con-
siderare gli elementi di B(h; — a/2(2d —a +3),d —a).

ProposizioNE  5.11. - Dato wun  h-vettore ammissibile h=
(1,3, hy, ..., hy) e N*CD con grado iniziale d > 1 e carattere di crescita as-
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soluto a e N, se a = 0 allora, per ogniie {1, ..., s —d}, qualsiasi B e B(hg, d)
soddisfa la condizione B 2A per qualche Ae B(hy,;, d+1).

Se a>0 e BeB(hg, d) ¢ tale che #(BNTy) =a<a allora esiste ie
{1, ..., s —d} con #Bu <hg;.

DiM. — Per la definizione stessa di carattere di crescita assoluto, se a = 0 si
ha hg,; <hg per ogni ie {1, ..., s—d}, la prima asserzione e allora conse-
guenza immediata di Oss. 2.12 a).

Siano dunque a >0 e BeB(hy, d) con # BN Ty =a<a, se fosse B; e
B(hg i, d+1) perogniie {1, ..., s —d}, essendo #B;, = hy + ia (cf. Oss. 2.13
@)), si avrebbe anche g, ; 1 — hy.; = a <a, contraddicendo l'ipotesi che a sia
il carattere di crescita assoluto di .

OSSERVAZIONE 5.12. — Discende da Prop. 5.11 che se d > 1 ¢ il grado iniziale
di h con carattere di crescita assoluto aeN*, soltanto a partire dai Be
A’ (hg, d) & possibile costruire un ideale di Borel 0-dimensionale b ¢ P che rea-
lizzi h (questo applicando, quando necessario, la riduzione delineata in Oss.
4.12 e seguendo il procedimento indicato in Th. 3.12 e Oss. 3.13).

EsEmpIo 5.13. - Sia h = (1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 40, 42, 46) e N*12,
Risulfa d=9ea:=ay=0a;=4=hy — hy, pertanto d—a=9 —4 =5. Poiché

Ty\ Ul lio=27"Ts (¢f. §1 e Oss. 2.2 ¢)) e poiché 34 = 4/2(18 — 4 + 3), per Oss.

5.10 ¢), dobbiamo considerare + Be B(40 — 34, 5) = B(6~, 5). Ora, %B(SS, 5~) =
p(6) =4 (cf. Oss. 4.3). Piu precisamente B(6,5) = {By = A¢ 5, Bz, B3, B, =
L, 5}, con B; corrispondente alla scrittura 6((2 + 7)), j 64{1, 2,3,4} (cf Oss.

4.1 @)). Pertanto, A' (40, 9) = {B;};c(1,2,3,4} } con B;= i|:|1 li g l_|Z4B7<. Osser-

viamo noltre che #(B;), =44 perje {1, 2, 3} mentre #(By), = 45, pertan-
to, poiché hyy =42, per ottenere un elemento di B(42, 10) occorre (cf. Oss.
4.12) eliminare due elementi da (B;)q) per je {1, 2, 3} ed eliminare tre ele-
menti da (By)). Situando © diversi (B;)q) nel «triangolo» corrispondente a
Ty, poiché ovviamente non si possono toccare le prime quattro righe dall’al-
to, st vede che per (By)) e (By)q) ¢’ un’'unica possibilita, mentre per (Bg)) e
(B3)ay ne sono praticabilt due. Questo, complessivamente, comporta set cast
distinti che anividuana due soli elementi di B(42, 10). Si ha infatts 10 —

4=6,T,\ ‘L?ll li 10="2"T; e 38 = 4/2(20 — 4 + 3), cosicché bisogna considera-
re 1 BeB(42—-38,6)=B(4, 64) con #B(4,6):=p(4)=2 e quindi
A’ (42, 10) = {A;, Ay} con A;= Ul i UZ4A;, dove Ay=A, e Ay=Ly .

Infine, poiché per ogni je {1,2}, si ha #(A;)q)=46 = hy non c’e altro da
aggiungere.
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Notazione 8. Per ogni h-vettore ammissibile 7= (1, 3, ks, ..., k) €
N#¢+D con grado iniziale d>1, e carattere di crescita assoluto aeN*
poniamo:

Ly, a = Lajpca-a+3),a UZ " Ay, —ap@d-a+3),d—a-

OSSERVAZIONE 5.14. — a) Se hy=0a/2(2d —a +3), essendo A, s=0 per
ogni o0eN, risulta L,, 4=1L;, 4. Inoltre, se h;—a/2(2d—-a+3)e
{1’2’(d—(21+2)_2’(d—g+2)_1} risulta Ay, _aped-a+3),d-a=

Lhd—a/2(2d—a+3),d—a e quindi ancora Loy, a = Lhd,d-

d—a+2

B) Se invece hd—a/2(2d—a+3)e{3,...,( ‘

) - 3}, risulta
Ly, a # Ly, ¢ © pit precisamente:

d—a+1
2

hg = a/22d—a+3)+(d—a+1)d—a)/2 = 2ad—a®+ 3a+d?>—ad + d

se hy—a/2(2d —a+3) = ( ) risulta L, 4= A,, 4 si ha infatti

—ad+a2—a)/2=d/2(d+1)+a:(d;1)+a;
d—a+1
2

Ty)=a e #(A,,,NTy) <a), risulta anche L,, ;#=A4,, 4, vale inoltre
#(Lhd’d)(1)=hd+a.

mentre, se hy— a/2(2d—a+3) < ( ), (poiché allora #(L,, 4N

LEMMA 5.15. — Per ogni h-vettore ammissibile h= (1,3, ho, ..., hy) e
N*6+D di grado iniziale d > 1, e carattere di crescita assoluto a e N*, risul-
ta Lhd, d eA’ (hd, d)

Dim. — Ovviamente nel caso &y = a/2(2d — a + 3) non ¢’é nulla da dimostra-
re. Scriviamo dunque 0 < w :=hy;— a/2(2d —a + 3). Poiché anche se we

{1, 2, (d B g + 2) -2, (d B (ZL + 2) - 1,} non c’¢ nulla da dimostrare (cf. Oss.

5.14 a), possiamo in particolare supporre d —a =: d¢ {0, 1}.

Sia w((6 + 1)) = by + ... b, la serittura corrispondente a A, , (cf. Prop. 4.7).
Osserviamo che L, , corrisponde alla scrittura 7,((d+1)) =b;+... +b,+
bos1+ ...+ b, conb;=d+2—iperogniie{l,...,a}eb, ;=>b; per ogni
je {1, ..., r}, pertanto, Ly, 4€ B(hy, d) per quanto evidenziato in Oss. 4.1 a) e
inoltre #(I,, 4N T§) = a per costruzione.
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PROPOSIZIONE 5.16. — Nelle stesse ipotesi del lemuma 5.15, per ogni
AeA'(hy, d) si ha:

D #(Ly, ada) < #(A)q)-
Inoltre, detti t; <... <1, gli elementi ordinati di 1, 4, ordinati rispetto
O <y, € detti T, <...<7,, gli elementi di A, si ha anche:

2) t;<t; per ogni je {1, ..., hy}.

DiM. — 1) In virta di Oss. 5.14 b) e Oss 4.8, usando la notazione introdotta
nel lemma, possiamo supporre che sia w < ( 0 —2'— 1), cosicché 4, sNTs=0 e

a=#(y, ¢ N Ty), pertanto si ha #(L,, 4)q)=hq + a < #(A)q, in quanto per
ipotesi Ae A’ (hy, d).

Poiché in ogni AeA’'(hy, d) sono, per definizione, interamente contenute
le prime a righe dall’alto del «triangolo» corrispondente a T;, A & della forma
A=Lys2q-q+3),q UB, per qualche B e B(w, 0), la tesi discende allora dall’a-
naloga proprietd di A4, s all'interno del «triangolo» corrispondente a T, (gia
rilevata in Oss. 4.8).

6. — h-vettori ammissibili e ideali di Borel in P.

In questo § sono caratterizzate le risoluzioni libere minimali (numeriche)
degli ideali di Borel 0-dimensionali b ¢ P in termini di un invariante puramente
combinatorico che viene qui introdotto. Si caratterizza inoltre I'ideale di Borel
0-dimensionale ¢ ¢ P che ha i numeri di Betti minimali tra gli ideali di Borel 0-
dimensionali di assegnato h-vettore.

In tutto il § si indica con & = (1, 3, hy, ..., hy) € N*C D un h-vettore am-
missibile di grado iniziale d e (d + £)-mo carattere di crescita a,, al variare di
le{l,...,s—d—-1}.

OSSERVAZIONE 6.1. — Sia b c P un ideale di Borel 0-dimensionale avente i
come h-vettore. Se G(b)cT e il sistema minimale di generatori di b risulta
G(b); = 0 per ogni te N\{d, ..., s + 1} in quanto (0) = b; per ognii <d e b; =
P; per ogni i =s+ 1, cosicché N(b); =T; per ogni ¢ <d e N(b); =0 per ogni
i > s. Inoltre, per ogni /e {0, ..., s —d} risulta N(b)y,,eB(hg,,, d+ ) (in
virtli della definizione stessa di ideale di Borel 0-dimensionale corrispondente
a h).

Infine, poiché [)jPig b; 4, per ogni ¢, j € N si ha N(b); . ;¢ (N(D),);;) e anche
(cf. Prop. 5.11) #(N(0)g,, NTy.,)=a, per ogni /{0, ...,s—d—1}. No-
tiamo altresi che vale G(b),, ;= (N(0),))-
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PROPOSIZIONE 6.2. — Per ogni A e A’ (hy, d), esiste un ideale di Borel (0-di-
mensionale) bc P corrispondente ad h e soddisfacente N(b);=A.

Dim. — Dato Ae A’ (hq, d), poniamo G; := @ per ogni e N\{d, ..., s +1},
poniamo inoltre A; = T; per ogni i <d, A;=A, G, :=T;\A e ¢ = #(A)q) —
hg+1 (n.b. poiché A;e A’ (hy, d) risulta ci = 0).

Qualora ¢ = 0, scegliamo (rispetto a rev-lex) oy <... < 01y € (Ag)a) tali
che Agq =A@ \{owu, ..., 0194} €A (g1, d+1) e poniamo Gg.q :=

{011, ..., 01, }; altrimenti poniamo G, := 0.

Inoltre, per ogni /e {2, ..., s —d} costruiamo iterativamente (allo stesso
modo, a partire da Ag;,;) un Ay, €A’ (hgip,d+ ) ponendo Gy, :=
{or1, s Oper1} se chi~1#0, altrimenti G, , := 0.

Poniamo poi A, ; :=0 per ogni je N* e G, := (4y)q)-
Posto infine N := UNA,i, per Oss. 3.13i I'ideale monomiale b := a(3(N))cP
€1l s+

1
& di Borel, ha & come h-vettore e G = '|_|d G; &, per costruzione, sistema mini-
. . 1=
male di generatori per D.

Notazione 9. Per ogni ideale di Borel (0-dimensionale) b c P, ponia-
mo:

AD); := #(N(D);NTH).

LEMMA 6.3. — Dato un qualsiasi ideale di Borel (0-dimensionale) bc P
corrispondente ad h, al variare di le {1,2,3} eje{d, ..., s+ 1} i numeri
v,,; (introdotti nel § 1) dipendono escluswamente da h e da A();, ma non dai
singoli generatori di 0.

Dim Sappiamo gia da Oss. 2.4, che v3 ;=1 e v ;=0 perogni j # d. Consi-
derando N(0);e B(hy, d) e situandolo, come sempre, nel «triangolo» corri-
spondente a T, si ha:

Vo, a=#(T5\N()g) —1=d+1-A0);—1=d—-Ab); e

d+1

vy a=#XT;_1\N()y) = ( 9

)—hd+/1(b)d.

Inoltre, per ogni /e {1, ..., s—d} i generatori di grado d + ¢ stanno in
(.N\(b)dJr(',l)(l) :XN(b)dJr/,l [ Y(‘N\(b)der,l N T&Jr/,l) pertanto vale:

Vo gsr = #WNO) gy 1N T o 1) = #WNWO)g o N Ty ) =A0)gsp 1 —
AD)gip e

Vigsr=#NO)g o1 — #NDO) g NNy p VT ) =hgyp—y —
hg o+ A(0)gyp.
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Infine, i generatori di grado s+ 1 sono tutti gli elementi di (N(b),),, =
XN(b), L Y(N(D),NTy), vale pertanto vy ¢, 1 =A(0), € vy 11 =hy.

TEOREMA 6.4. — La risoluzione libera minimale (numerica) di un ideale
di Borel 0-dimensionale 0C P corrispondente ad h é determinata da h; e da
Ab); al variare di je{d, ..., s}.

Dim. — Dai risultati di Eliahou-Kervaire (cf. [8] § 2 e § 3) si ricava che nella
risoluzione libera minimale di P/b, 0 — L,— L,— L,— P — P/0— 0 risulta:

Lo="G P (),
L= P(-j - D3 (1),
J=

Ly="® P(—j - 2)%1 ("2 ) res
ks

dove P(—j) denota il j-slittamento di P.
Pertanto, inserendo, al variare di je {d +1, ..., s}, i valori di v, ; determi-
nati nel Lemma 6.3, si ottiene:

(d+2)7hd
Ly=P(=d)\ 2 )" "®...
L @P(—j)i A gy
...®OP(—s— 1)hg+i(h)s,

Li=P(—d— 1)2[(d;1)—hd]+d+z(b)d®W
'“@P(_j_1)2(1;7-,17hj)+l([1)7-,1+l([1)_7-€9'“
...@P(—S—2)2hs+;“(b)s,

Ly=P(—d—2)"3")la+iugy
@P(—j—2)i gy
. PP(—s—3)s,

OSSERVAZIONE 6.5. — @) In particolare, per gli ideal di Borel 0-di-
mensionali OcP relativi agli h-vettori della forma h=hy,:=
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2

corrispondenti a s = E (2 ; 2
=0

suna superficie di grado <d —1 ), si ottiene:

(1, 3,6, ... (d+ 1),( + ) ) (considerati, per esempio, in [16], [17] e

) — o punti generici di P? che non stanno su nes-

Lo=P(~dy ®@P(—d—1)|"37) e+,

LIZP(_d_1)2a7d72+/1(b)d@P(_d_2)2[(d§2)*d]+1(b)d’
—d-14+ A (13%) -«

Ly=P(~d -2y~ -igp(—d-3)\ 2] .

b) Poiché in un ideale corrispondente ad %, , ci sono sempre a generato-
ri di grado d, per determinare tutti gli ideali di Borel occorre considerare le
diverse collocazioni di a elementi ¢, ..., t{, nel «triangolo» corrispondente a
T,;, a partire dall’angolo di destra in basso, in modo che T;\{ty, ..., t,} sia un
insieme di Borel. Il numero delle diverse possibilitd & dato da S(a)< g4 (cf. 4.3
¢)) e precisamente, detto 3, il numero degli elementi su ¢, 4, risulta (cf. Prop.
42) fie{x+1,...,d+1} con kelN soddisfacente (K; N<us (IHZ_Z).

Pertanto, essendo A(b);=d +1— [, si ha A(b);e {0, ..., d — k} e quindi
ci sono esattamente d + 1 — k diverse risoluzioni di ideali di Borel (0-dimensio-
nali) corrispondenti ad %, .

TEOREMA 6.6. — Due ideali di Borel 0-dimensionalt a, b c P che corrispon-
dono a un dato h, hanno anche la stessa risoluzione (libera minimale) nu-
merica se e solo se, per ogni je {d, ..., s}, risulta A(a); = A(D);.

DiM. — Disecende immediatamente dalla descrizione della risoluzione libera
minimale (numerica) di un ideale di Borel 0-dimensionale data nel th. 6.4.

DEFINIZIONE 6.7. — Diciamo che un h-vettore ammissibile h ha crescita
massimale in  qualche ie{l,...,s—d} se vale lhg,;—hg,i1=
#(Ly, .., a+i-1NTg4i-1), che ha crescita massimale se ha crescita massi-
male in ogni 1e{1, ...,s—d}.

OSSERVAZIONE 6.8. — Questa terminologia € motivata dal fatto che il valore
introdotto nella Def. 6.7 &, in virtu del th. di Macaulay (nel caso di 3 variabili),
il massimo possibile (vedi anche [3], dove sono tra I'altro analizzate interessan-
ti proprieta geometriche degli ideali coinvolti).

COROLLARIO 6.9. — Tutti gli ideali di Borel 0-dimensionali corrispondenti a
un dato & con crescita massimale, hanno anche la stessa risoluzione libera mi-
nimale (numerica) di £2(h).
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Costruzione. — Dato un h-vettore ammissibile / con grado iniziale d > 1, e
(d + £)-mo carattere di crescita a;, poniamo

Ld = Lhd,d'

cosicché #(]L'd)(l) = h/d +

ay (cf. Oss. 5.14 b)) e poniamo ¢, = hy + ay — g4, (cf. Dim. di Prop. 6.2). Se
¢, #0, posto < :=<,_y,, siano 7, <... <7y, €Ly tali che Ly, =
L)y T, - Trep,} €A (hg4 1, d+1) e valga altresi 7,;=0,; per ogni
on<..<oyp ey tali che risulti  (Lg)a)\{ou, - O1ep,} €
A'(hgy1,d+1). Osserviamo che, per -costruzione, vale in particolare
#(Lg 1N Ty 1) = a; cosicehé #(Ly 1)) = has1 + a;. Se invece ¢, = 0, ponia-
mo Ly, = (Ly)y (nb. in questo caso #(ILy 1 N1y, 1) =#LyN'TH) = ay).

Sia ¢, =hgi1+ a1 —hys, se ¢, #Z0, siano 74 < ... < Toe1,€ (L 1)) tali
che Lgyo = (Lgy )y \{Ta1, ooy Taer,} €A (hgy2, d+2) e T5;= 0, per ogni
091 <...< 03, €(Lgs1)q) con (La+ Dy Moo, -ey 02c[1d} €A (hgyz, d+2).
Risulta per costruzione #(Ly,2 N Tg,2) = ag, cosicché #(Ly 1 2)q) = hgi2+ G-
Se cﬁd=0, poniamo Ly, := (Lg;1)q) (nb. in questo caso si ha #(IL;,2N
Tor2) =#Lg 1 NTo1) =ay).

Continuando cosl si costruisce per ogni /e {0,...,s—d} un Ly, e
A'(hgyr, d+ ) con le proprietd di minimalitd descritte sopra e tale che

Supponiamo 0 = hy — 00/2(2d — ay + 3) < (d*(;OJrl)

#WLgr o NThyr)=ap se ¢, 1 #0,
#Lgr e N Thu ) =#Lgsr 1N Tyipeoy) se ¢f, 1 =0.

Per quanto riguarda il caso ;= ay/2(2d — ay + 3), basta tenere conto di
Oss. 5.14 a) e Prop. 4.9, ripetendo poi gli stessi ragionamenti fatti sopra.
Analogamente per quanto riguarda il caso 0 # hy— ag/2(2d —ay+3) =

(d - (;0 + 1) occorre tenere conto di Oss. 5.14 b) e Oss. 5.3 d).

OSSERVAZIONE 6.10. — a) Discende dalle proprieta di L, evidenziate in
Prop. 5.16 e dalla Costruzione appena descritta che

#FLags e N Tqep) S#Agyer N T4 0)

per ogni AeA'(hg,,, d+ ) tale che AcB per qualche Be A’ (hgy, d).

b) Poniamo G; :=@ per ogni te N\{d, ..., s +1}, G, := T, \L, inoltre,

al variare di Fe{1, ..., s—d}, Gy, =0 se ¢, =0, Gg.p :={T/1, ..., Toel 1}

se ¢f d‘l #0, e Gy := (Iy)q), (secondo le notazioni introdotte nella Costru-
zione).

Allora, lideale ¢:= ;. n¢; con ¢; :={(G;) & un ideale di Borel 0-di-

mensionale che ha & come h-vettore (cf. Prop. 6.2) e, per a), risulta A(¢c); < A(b);
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per ogni je N e per ogni ideale di Borel 0-dimensionale b ¢ P corrispondente
ah.

DEFINIZIONE 6.11. — Per ogni h-vettore h, lideale di Borel 0-dimensionale
cc P evidenziato in Oss. 6.10 b), ¢ detto ideale segmento r-lex generalizzato
mdwiduato da h.

Notazione 10. L’ideale segmento r-lex generalizzato corrispondente a / e
denotato

L(R).

OSSERVAZIONE 6.12. — a) A differenza di quanto accade per gli ideali seg-
mento r-lex, quasi segmento r-lex, inizialmente segmento r-lex, a ogni h-vetto-
re ammissibile / corrisponde un ideale segmento r-lex generalizzato 1L(%).

b) Discende dalla Costruzione che per gli h-vettori ammissibili con ca-
rattere di crescita assoluto ay, = 0 si ha (k) = A(h), mentre per quelli che am-
mettono solo £(%) si ha ovviamente L(h) = £(%) (cf. Oss. 5.8 ¢) e d)).

TEOREMA 6.13. — Per ogni h- vettore ammassibile h, ideale segmento r-lex
generalizzato 1L(h) ha © numert di Betti minimali tra gli gli ideali di Borel 0-
dimensionali corrispondenti ad h.

DiM. — In virtt di Oss. 6.10 a) e b), la tesi discende immediatamente dai
th. 6.4 e 6.6
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