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Algebre di LC ukasiewicz Quasi-Locali Stoneane.

FRANCESCO LACAVA

Summary. – We prove some properties of quasi-local LC -algebras. These properties
allow us to give a structure theorem for Stonean quasi-local LC -algebras. With this
characterization we are able to exhibit an example which provides a negative an-
swer to the first problem posed in [4].

0. – Introduzione.

Le algebre di LCukasiewicz furono introdotte per la prima volta nel lontano
1958 da C. C. Chang [5], [6] per dare una dimostrazione algebrica del teorema
di completezza della logica di LCukasiewicz a infiniti valori. Negli anni successi-
vi la scuola argentina si occupò essenzialmente di algebre di LCukasiewicz tri-
valenti (vedi [18]-[22]). Nel 1973 P. Mangani [17], fornì una assiomatizzazione
particolarmente semplice e caratterizzò tutte le catene archimedee, ponendo
così le basi per le successive ricerche. Da allora sono comparsi molti articoli
che forniscono classificazioni di particolari sottoclassi della varietà delle alge-
bre di LCukasiewicz sia per via algebrica (ad esempio [1], [2], [7], [9], [11], [15])
o per via model-teoretica (vedi [10], [12], [13]). Recentemente [4] è stata data
una classificazione attraverso lo studio topologico dello spettro primo di un’al-
gebra di LCukasiewicz. La presente nota vuole essere un piccolo contributo in
questa direzione. In particolare vuole fornire una risposta al primo problema
posto in [4] p. 344. Per la risposta al secondo problema vedi [16]. Nella sezione
successiva vengono fornite le definizioni e i risultati più importanti che verran-
no usati nel seguito.

1. – Premessa.

DEFINIZIONE. – Diciamo algebra di LCukasiewicz [17](LC -algebra o MV-al-
gebra [2], [5]) una struttura A 4 aA , 1 ,8 ; 0 , 1 b che soddisfi le seguenti
proprietà:

1) EA , 1 , 0D è un monoide abeliano;
2) x1141;
3) (x 8 )84x;
4) 0841;
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5) x1x 841;
6) (x 81y)81y4 (x1y 8 )81x per ogni x , y�A .

Si definiscono inoltre le seguenti operazioni:

i) xSy4 (x 81y)81y
ii) xRy4 (x 8Sy 8 )8
iii) x Qy4 (x 81y 8 )8

e inoltre la seguente relazione di ordine:

iv) xGy se e solo se x 81y41.

Si ha il seguente risultato:

PROPOSIZIONE 1.1. – Se A è una LC -algebra allora aA , S , R ; 0 , 1 b è un reti-
colo distributivo dotato di massimo e di minimo, e l’ordine parziale ad esso as-
sociato coincide con la relazione G definita in iv).

Un elemento x si dice booleano o idempotente se 2x4x (o equivalentemen-
te se x 24x).

Se A è una LC -algebra, indicheremo con BA l’insieme degli elementi di A che
sono booleani.

PROPOSIZIONE 1.2. – aBA , S , R ,8 ; 0 , 1 b è un’algebra di Boole. Inoltre BA è
una sottoalgebra di A e per ogni x , y�BA x1y4xSy e x Qy4xRy .

Una LC -algebra totalmente ordinata da si dice LC -catena.

PROPOSIZIONE 1.3. – Ogni LC -algebra è un prodotto sottodiretto di LC -catene.
Fissati a , b�A con aEb indichiamo con Aa , b il sottoinsieme di A degli x�

A con aGxGb .
Definiamo x5y4a1 [ (x 81a) Q (y 81a) ]8R (b 81a)8 84a1 (b 81x)8

PROPOSIZIONE 1.4. – [11] Aa , b4 aAa , b , 5 , 8; a , bb è una LC -algebra.

DEFINIZIONE. – Sia a� A. Se esiste n intero positivo tale che na�BA , dire-
mo che a è quasi-archimedeo. Se tale n non esiste diremo che a è
non-archimedeo.

Si dice ordine di a (ord(a)) [4] il minimo intero positivo n tale che nx41, se
tale intero esiste, altrimenti si dirà che a ha ordine infinito (ord(a)4Q).

A si dice locale [12] se ha un solo ideale massimale.

PROPOSIZIONE 1.5-[3] A è locale se e solo se qualunque sia x�A , o x o x 8 ha
periodo finito.

Se a quasi-archimedeo diremo periodo [16] di a il minimo intero positivo
n tale che na�B e indicheremo con per(a) tale periodo. Se BA4]0, 1(
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e ac0 allora per(a)4ord(a). Se a è non-archimedeo diremo che a ha
periodo infinito (per(a)4Q).

OSSERVAZIONE x è quasi-archimedeo se e solo se esiste un naturale n tale
che (nx)8Rx40. Infatti se nx�BA allora nxR (nx)840 quindi anche nxR
n(nx)84n(xR (nx)8 )40 il che implica che xR (nx)840. Viceversa se (nx)8R
x40 anche n( (nx)8Rx)40 e quindi 04n(nx)8RnxF (nx)8Rnx40 e d’al-
tra parte (nx)8Snx4 (nxR (nx)8 )841 e quindi nx�BA .

DEFINIZIONE. – Sia A una LC -algebra. A si dice iperarchimedea [7] se ogni
suo elemento ha periodo finito. A si dice quasi-locale [16] se, per ogni x�A , x
oppure (vel) x 8 ha periodo finito.

Indichiamo inoltre con Rad(A) l’intersezione di tutti gli ideali massimali di
A. A si dirà semisemplice se Rad(A)4]0(.

Se A è non iperarchimedea, indichiamo con F 4]b�B : bDx per qualche
x�A non-archimedeo(.

PROPOSIZIONE 1.6. – [16] Sia A una LC -algebra quasi-locale non iperarchime-
dea. Allora F è un ultrafiltro di BA .

2. – LC -algebre quasi-locali stoneane.

LEMMA 2.1. – Sia A una LC -algebra e x�A non archimedeo. Allora esiste un
ideale primo P tale che [x]�Rad(A /P) e [x]c0.

DIMOSTRAZIONE. – Sia I la famiglia di ideali I di tali che (nx)8Rx�I per
ogni n intero positivo. Per l’osservazione precedente I non è vuota. Per il lem-
ma di Zorn, I ammette elementi massimali (rispetto all’inclusione). Sia P un ta-
le elemento; mostriamo che P è l’ideale cercato. Mostriamo innanzitutto che è
primo. Sia aRb�P e supponiamo che nè a nè b sono in P . Allora sia P1 l’deale
generato da PN ]a( e P2 l’deale generato da PN ]b(. Allora P1 , P2� I, quindi
esistono y1 , y2�P e k1 , k2 interi positivi tali che y11k1 aF (nx)8Rx e y21
k2 aF (nx)8Rx per un opportuno n . Possiamo supporre senza perdita di gene-
ralità che y14y24y e k14k24k . Allora (y1ka)R (y1kb)F (nx)8Rx cioè
y1k(aRb)F (nx)8Rx . Questo significa che (nx)8Rx�P , assurdo. Che
[x]�Rad(A /P) segue dal fatto che n[x]c1 per ogni n intero positivo e
[x]c0.

DEFINIZIONE. – Un sottoinsieme I di A si dice che ha la proprietà delle
somme finite ( f.s.p.) se comunque presi un numero finito di elementi

a0 , a1 , R , an�I , si ha che !
k40

n

akc1.
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PROPOSIZIONE 2.2. – Un sottoinsieme I di A si puo’ estendere ad un ideale
proprio se e solo se I ha la f.s.p.

DIMOSTRAZIONE. – Ovvia.

PROPOSIZIONE 2.3. – Sia A quasi-locale e I un sottoinsieme di A con la f.s.p.
Se IOFc¯ , allora ogni ideale massimale che estende I è primo minimale.

DIMOSTRAZIONE. – Sia M un ideale massimale che estende I , sia b�IOF.
Sia P’ M un ideale primo e supponiamo per assurdo che esista un x� M2P .
Allora [x]� A /P e [x]c [0]. Se esistesse n intero positivo tale che [nx]4 [1]
allora (nx)84 ( (n21) x)8 Qx 8�P , quindi per la primalità di P si ha che x 8�P
quindi x 8� M assurdo. Ne segue che [x] è non-archimedeo e quindi x non-ar-
chimedeo in A. Per la proposizione 1.6 allora b 8Rx è quasi-archimedeo. D’al-
tra parte b�P , per cui [b 8Rx]4 [b 8 ]R [x]4 [x] per cui [x] archimedeo, in
contraddizione con quanto mostrato prima. Quindi M è primo minimale.

PROPOSIZIONE 2.4. – Sia A una LC -algebra. A è quasi-locale se e solo se esi-
ste un ideale massimale M tale che ogni ideale primo non massimale è conte-
nuto in M.

DIMOSTRAZIONE. – (¨) Se A è iperarchimedea la proposizione è banalmen-
te vera. Supponiamo A quasi-locale e non iperarchimedea. Sia I l’ideale gene-
rato da F 84]x� A : x 8� F (. IOBA4 F 8 e F 8 è un ideale massimale di BA .
A /I è quindi locale (vedi [16] osservazione 1). Sia M 4]x� A : [x]�
Rad(A /I)(. Allora si ha:

a) M è un ideale massimale;
b) se P è un ideale primo non massimale allora P’ M.
a) è ovvio; b) se P non è massimale esiste un elemento x non archimedeo

tale che x�P e [x] in A /P è non archimedeo. Mostriamo che I’P . Basta mo-
strare che F 8’P . Se b� F 8 e b�P allora bRx è quasi-archimedeo e [b]4 [1]
in A /P. Ma allora [bRx]4 [b]R [x]4 [x] in contraddizione con l’ipotesi che
[x] deve essere non archimedeo. Quindi I’P e poiché A /I è locale P’M.

(ˆ) Se esiste x tale che x e x 8 sono non archimedei, allora per il lemma 2.1
è possibile costruire un ideale primo Px tale che x�Px tale che A /Px è non ar-
chimedeo e [x]�Rad(A /Px ). Se M è l’ideale massimale che contiene Px , allora,
detto f l’omomorfismo canonico di A su A /Px , f (M) è massimale in A /Px e
quindi [x]� f (M). Analogamente [x 8 ]� f (M). Assurdo.

COROLLARIO 2.5. – M massimale è primo minimale se e solo se MOFc¯ .

Seguendo [4], indicheremo con SpecA l’insieme di tutti gli ideali primi di A,
cui è stata data una struttura di spazio topologico alla maniera di Zariski. Se
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indichiamo con �x4]P ideali primi di A: x�P(, allora l’insieme degli �x al
variare di x in A , costituisce una base di aperti per SpecA. Indichiamo inoltre
con MaxA e MinA i sottospazi di SpecA rispettivamente di tutti gli ideali mas-
simali di A e di tutti gli ideali primi minimali di A con la topologia indotta. Se
X’A , indichiamo con X »4]a�A : aRx40 per ogni x�X(; nel caso che
X4]x( allora scriveremo x » . Indichiamo inoltre con id(X) l’ideale generato
da X .

Ricordiamo inoltre le seguenti:

DEFINIZIONE ([4], [16]). – A si dice regolare se per ogni x , y�A con xR
y40, esistono b1 , b2�BA tali che b1Fx , b2Fy e b1Rb240. A si dice stonea-
na se per ogni x�A esiste un b�BA tale che x »4 id(b).

PROPOSIZIONE 2.6 ([4] p. 343). – A è stoneana se e solo se A è regolare e Mi-
nA è compatto.

PROPOSIZIONE. – 2.7. – A è stoneana se e solo se per ogni x , y�A con xR
y40, esistono b1 , b2�BA tali che b1Fx , b2Fy e b1Rb240 minimi rispetto a
tale condizione.

DIMOSTRAZIONE. – Osserviamo innanzitutto che da sR t40 si ha sG t 8 (in-
fatti s 81 t 84s 81 t 81 tRs4s 81 (s1 t 8 )41). Supponiamo A stoneana e
siano x , y�A con xRy40. Possiamo supporre, senza perdita di generalità,
x , yc0. Allora y�x »4 id(b) e x�y »4 id(c) con b , c�BA ; quindi yRc40 e
xRb40 e di conseguenza xGb 8 e yGc 8 . Poniamo b14b 8 e b24c 8 . Allora
b 8RyGb 8Rb40 cioè b 8� id(c) e b 8Gc . Di conseguenza b1Rb24b 8Rc 84
(b 8Rc)Rc 840. Sia ora b3�BA e b3Fx . Sia (*) b44b3Rb1Fx . Allora b4Gb1;
inoltre si ha b48RxGb48Rb440 e quindi b48� id(b), vale a dire b48Gb4b18 da
cui segue che b44b1 e per (*) b3Fb1 . Viceversa, supponiamo che A soddisfi le
condizioni del teorema e mostriamo che A stoneana. Sia x�A e sia y�x » . Al-
lora xRy40. Per ipotesi esistono b1 , b2�BA con b1Fx , b2Fy e b1Rb240 e
minimi rispetto a tali condizioni. Mostriamo che x »4 id(b18 ). Se zGb18 allora
xRzGxRb18Gb1Rb1840 da cui z�x » . Viceversa se tRx40 allora 04
(xRb18 )S (tRx)4xS (b18R t) per cui esistono c1 , c2�BA con c1Rc240 e
c1Fx e (**) c2F (b18S t)Fb18 minimi rispetto a tali condizioni. D’altra parte
c1Rb1Fx e (c1Rb1 )Rc240 da cui c14b1 . Allora da c1Rc240 segue che c2G
c184b18 cioè c24b18 da cui per la (**) tRb140 vale a dire tGb18 . Segue che
x »4 id(b18 ).

PROPOSIZIONE 2.8. – Sia A quasi-locale e non iperarchimedea. Allora se
MinA è compatto allora F è principale.
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DIMOSTRAZIONE. – Supponiamo F non principale. Sia D4]�bSx : al variare
di x non-archimedeo e b� F 8(. D è un ricoprimento di MinA. Infatti sia P�
MinA: se P�MaxA allora esiste b�P tale che bDx per qualche x�A x non-
archimedeo. Ne segue che b 8�P e quindi P��b 8Sx . Se P non è massimale
esiste un x non-archimedeo tale che x�P e quindi P��bSx per qualunque b�
BA . Sia ora D04]�b1Sx1 , �b2Sx2

, R , �bmSxm
( un sottoricoprimento finito di

MinA. Sia I04]biSxi : 1G iGm(. Sia b0� F tale che 0cb0E 1
i41

m

bi8; allora

I4I0N ]b0( ha la f.s.p. e per una proposizione precedente pu essere esteso ad
un ideale primo minimale P che non appartiene a D0 .

COROLLARIO 2.9. – Se A è quasi-locale, stoneana e BA è priva di atomi, allo-
ra A è iperarchimedea.

COROLLARIO 2.10. – Se A è quasi-locale non iperarchimedea e MinA è com-
patto allora A è isomorfa ad un prodotto diretto di una LC -algebra iperarchime-
dea per una LC -algebra locale.

COROLLARIO 2.11. – Sia A semisemplice e quasi-locale. Allora MinA è com-
patto se e solo se A è iperarchimedea.

COROLLARIO 2.12. – Se A è semisemplice e quasi-locale, A è stoneana se e
solo se MaxA è omeomorfo a MinA.

TEOREMA 2.13. – Se A è quasi-locale e stoneana allora o è iperarchimedea o
è prodotto diretto di un’algebra iperarchimedea e di una catena non semplice.

DIMOSTRAZIONE. – Segue facilmente dalla proposizione precedente, dal co-
rollario 3 e proposizione 18 di [16].

In [4] è stato posto il seguente problema: supponiamo che MaxA è omeo-
morfo a MinA: possiamo concludere che A è stoneana? Il risultato del corolla-
rio 2.12 potrebbe far pensare ad una possibile risposta positiva a tale quesito.
Il seguente esempio mostrerà, invece, che in generale la risposta negativa.

ESEMPIO. – Sia B un’algebra di Boole completa, atomica, contenente una in-
finità numerabile di atomi. Indichiamo con C la LC -catena di Chang generata
dall’elemento c di periodo infinito. Sia C1 la sottoalgebra di C3C generata dai
due elementi (0 , c) e (c , 0 ). Osserviamo che C1 è una LC -algebra locale il cui
unico ideale massimale I è formato da tutti gli elementi di ordine infinito. In
A 4B x C1 consideriamo l’algebra D 4 A0, (1 , (c , c) ) . Allora abbiamo i seguenti
fatti:

i) D è un’algebra di Boole;
ii) se P è un ideale primo di A, allora se (1 , (c , c) )�P allora P�MinA

(infatti l’ideale generato da (1 , (0 , c) ) è primo e contenuto in P);
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iii) SpecD, SpecB, SpecBA sono spazi omeomorfi (infatti D , B , BA sono
algebre di Boole complete, atomiche con l’insieme di atomi numerabile, quindi
isomorfe).

Sia ora f un’applicazione da MinA nell’insieme degli ideali di D, così
definita:

f (P)4]xR (1 , (c , c) ) : x�P( .

Mostriamo che f (P) è un ideale massimale di D. Sia x� D e x� f (P); allora
x�P . D’altra parte xRx 84xR ( (1 , (c , c) )81x)840. per la primalità di P si
ha che x 8�POD e quindi x 8� f (P). Inoltre, sia P�MinA, abbiamo che x�P
se e solo se xR (1 , (c , c) )�P . Questo ci garantisce che f è iniettiva. f è anche
suriettiva. Infatti gli ideali massimali J di D o sono della forma (I , (c , c) ) con I
ideale massimale di B e in questo caso J4 f (I3C1 ), oppure della forma
(B , (0 , c) ) o (B , (c , 0 ) ) e in tal caso J4 f (B , (0 , C) ) o J4 f (B , (C , 0 ) ).

Sia ora �x4]P�MinA : x�P( e �x 4]M�SpecD : x�M(. Allora si ha
che f (�x )4 f (�xR (1 , (c , c) ) )4�xR (1 , (c , c) ) cioè f è un omeomorfismo da MinA a
SpecD. Sia ora g l’applicazione da MaxA a SpecBA così definita:

g(M)4MOBA .

g è iniettiva. Infatti se M1OBA4M2OBA e M1cM2 allora esiste x4
(b , (s , t) )�M1 e x�M2 . Se (0 , (1 , 1 ) )�M2 allora y4 (b , (0 , 0 ) )�M2 . Ma y�
BA quindi dall’ipotesi si ha che y�M1 da cui x�M1 ; assurdo. Se (0 , (1 , 1 ) )�
M2 , allora (1 , (0 , 0 ) )�M2 e quindi (1 , (0 , 0 ) )�M1 . Se x�M2 , allora esiste un
m�M2 e un intero positivo n tale che m1nx41. Ma (s , t) non ha ordine fini-
to (perchè altrimenti (1 , (0 , 0 ) )1kx41�M1), quindi m1 (1 , (0 , 0 ) )41;
assurdo.

g è suriettiva. Se M 8 è un ideale massimale di BA , allora, nel caso in cui
(0 , (1 , 1 ) )�M 8 , id(M 8 ) è l’ideale massimale di A tale che g(id(M 8 ) )4M 8 .
Altrimenti g(B3I)4M 8 . È semplice verificare che g un omeomorfismo di
MaxA in SpecBA . Per iii) allora abbiamo che MinA è omeomorfo a MaxA, ma
per il teorema prima dimostrato A non è stoneana. Questo esempio dà quindi
risposta negativa alla domanda 1 posta in [4].
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