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Simmetrie di Noether ed entropia dei buchi neri.

GIANLUCA ALLEMANDI

La tesi di Dottorato elaborata si presenta come una rete di idee e di differenti
teorie che convergono allo scopo finale di definire e calcolare l’entropia di una so-
luzione di buco nero delle equazioni di Einstein, quantità considerata come un pa-
rametro termodinamico macroscopico, di cui sia data una ben definita interpreta-
zione geometrica. Gli argomenti che vengono trattati e sviluppati, a differenti li-
velli di approfondimento, sono tutti finalizzati alla comprensione della teoria che
lega il teorema di Noether all’interpretazione geometrica dell’entropia e della
termodinamica dei buchi neri.

La definizione dell’entropia per soluzioni di buco nero delle equazioni di Ein-
stein e l’analogia tra le proprietà geometriche dello spaziotempo e la termodina-
mica classica hanno assunto negli ultimi decenni un ruolo fondamentale. Questi
argomenti forniscono informazioni riguardo al comportamento termodinamico di
un buco nero, considerato come un sistema termodinamico macroscopico, che pos-
sono servire inoltre come verifica per una eventuale teoria quantistica della Gra-
vità. Non esiste attualmente un’unica descrizione quantistica microscopica della
gravità in grado di soddisfare contemporaneamente le condizioni di accettabilità
da un punto di vista sia matematico che fisico. Ogni teoria che si proponga come
candidata al fine di una descrizione quantistica della relatività dovrà tuttavia ri-
produrre gli stessi risultati della teoria macroscopica classica, perlomeno in ap-
prossimazione di bassa energia. Questo in particolare dovrà verificarsi per il cal-
colo dell’entropia dei buchi neri.

È nostra profonda convinzione che ogni teoria che si proponga come candidata
per descrivere la teoria dell’entropia dei buchi neri, legata a fenomeni di larga
scala dello spaziotempo, debba soddisfare i principi fondamentali imposti dalla
Relatività Generale ad ogni passo della costruzione. Pertanto l’approccio utilizza-
to per definire le quantità conservate dello spaziotempo è un approccio geometri-
co globale e covariante e ogni quantità ha un ben definito significato geometrico,
che rispetta la struttura geometrica naturale dello spaziotempo imposta dalla
Relatività Generale. Questo è equivalente, da un punto di vista fisico, a richiedere
l’indipendenza dall’osservatore delle quantità fisicamente misurabili. A tal fine,
quando la teoria della Relatività è considerata in interazione con campi di gauge,
si deve imporre l’invarianza di gauge della teoria, che trova la sua struttura geo-
metrica portante nel contesto delle cosiddette teorie gauge naturali. L’utilizzo di
strumenti e teorie matematiche, quali i fibrati di getti e i morfismi variazionali,
nonché la teoria dei fibrati naturali e gauge-naturali, permettono infatti di otte-
nere i risultati desiderati.
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Il teorema di Noether, generalizzato al caso di teorie di campo globali, è gene-
ralmente assunto come il mezzo naturale per costruire quantità conservate, in re-
lazione alle simmetrie dello spazio tempo o, più in generale, alle simmetrie dello
spazio delle configurazioni (se si stanno considerando teorie non naturali). Le
quantità conservate costruite semplicemente per mezzo del teorema di Noether
non possono tuttavia essere utilizzate per definire le quantità fisicamente misura-
bili, in quanto sussistono alcuni problemi di definizione sia dal punto di vista fisico
che matematico, che conducono a risultati non fisici. Le cariche di Noether, infat-
ti, risultano non essere uniche e per di più esse dipendono inevitabilmente dalla
scelta di un background per la teoria di campo. Questo comporta il ben noto pro-
blema del fattore anomalo per la Relatività Generale (ovvero le cariche calcolate
teoricamente non concordano con quelle fisicamente attese), che è a sua volta in
relazione con la scelta non banale di un livello zero per le quantità conservate in
teoria dei campi.

Un ulteriore problema è presente nelle teorie gauge naturali; le quantità con-
servate sono definite rispetto a un vettore sullo spazio delle configurazioni, che si
assume essere il rilevamento di un generatore infinitesimo di diffeomorfismi, di
cui non conosciamo tuttavia la forma a priori.

Questo suggerisce una rianalisi della definizione delle quantità conservate otte-
nute per mezzo del teorema di Noether. Il cosiddetto metodo ADM covariante è uti-
le al fine di correggere il problema del fattore anomalo e suggerisce una definizione
della variazione delle quantità conservate piuttosto che una definizione delle quanti-
tà conservate assolute, cosa che permette di aggirare il problema della definizione
della soluzione di background. Le variazioni delle quantità conservate così ottenute
sono dotate di proprietà omologiche che le rendono indipendenti dalla regione (omo-
logicamente equivalente) di spaziotempo su cui vengono valutate.

L’Hamiltoniana della teoria può di conseguenza essere definita, da un punto
di vista noetheriano, come la quantità conservata relativa a un campo vettoriale
trasverso a una ipersuperficie di Cauchy del fogliettamento (3+1) dello spazio-
tempo rispetto ad un vettore di tipo tempo. Questo permette una ridefinizione del
problema delle quantità conservate in un formalismo hamiltoniano simplettico
per mezzo di un approccio alla Regge-Teitelboim.

Da un punto di vista prettamente fisico questo è in relazione con la scelta di un
osservatore e con la scelta di un tempo proprio per tale osservatore. Una scelta
particolare di tale tempo proprio potrebbe sembrare un’incongruenza in un for-
malismo globale e covariante, tuttavia scaturisce da considerazioni puramente fi-
siche. Infatti le quantità fisicamente misurabili sono legate giocoforza a un pro-
cesso di misura fisico effettuato da un particolare osservatore e pertanto ad uno
splitting 311 dello spaziotempo relativo al tempo proprio dell’osservatore. La
definizione dell’Hamiltoniana del sistema permette di definire naturalmente la
variazione dell’energia (e delle altre quantità conservate) rispetto alla superficie
di Cauchy su cui localmente vive l’osservatore, che è ricca di informazioni fisiche e
si presta ad immediate applicazioni.
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La teoria sviluppata in un formalismo lagrangiano ed Hamiltoniano per defi-
nire le quantità conservate si può applicare sia a teorie naturali (Relatività Gene-
rale e teoria di Einstein-Maxwell) che a teorie gauge naturali (teorie di Yang-Mil-
ls in interazione con la gravità e teorie di Chern-Simons in dimensione dispari). I
risultati ottenuti offrono un quadro completo ed esauriente della definizione e del
significato delle quantità conservate in teorie di campo in accordo anche con i ri-
sultati preesistenti.

Notevole applicazione del formalismo matematico sviluppato consiste nell’in-
dagare la definizione dell’entropia di una soluzione di buco nero delle equazioni di
Einstein, sia nel vuoto che in interazione con campi di gauge. Per mezzo di una
definizione macroscopica dell’entropia di un buco nero, introdotta inizialmente da
Bekenstein, si stabiliscono una relazione e un’analogia tra le proprietà geometri-
che di uno spazio tempo singolare e il comportamento del sistema come sistema
termodinamico.

Si definisce l’entropia come il fattore di integrazione nel primo principio della
termodinamica dove l’energia, il momento angolare e la carica sono definite come
le cariche di Noether relative alle opportune simmetrie dello spazio delle configu-
razioni, mentre la temperatura e il momento angolare sono parametri profonda-
mente legati alla natura termodinamica microscopica dello spaziotempo.

Tale definizione, che corrisponde alla definizione di Clausius in termodinami-
ca classica, è dotata di importanti proprietà:

i presenta proprietà omologiche: è indipendente dalla superficie su cui è
valutata che appartenga alla stessa classe di omologia dell’infinità di tipo
spazio;

i non richiede che la soluzione sia asintoticamente piatta;

i è indipendente dall’aggiunta di termini di bordo alla lagrangiana della
teoria;

i i contributi che derivano da soluzioni di background sono sotto controllo;

i si applica a una ricca gamma di soluzioni di buco nero (anche non stazio-
nari) e in particolare a orizzonti rigidamente rotanti.

Provvisti di tale definizione siamo in grado di calcolare esplicitamente l’entro-
pia e di stabilire il primo principio della termodinamica per un buon numero di so-
luzioni classiche; ad esempio per le soluzioni di Schwarzschild e di Schwarzshild-
de Sitter, la soluzione di BTZ in spazi tridimensionali, sia come soluzioni delle
equazioni di campo di Einstein che come soluzioni delle equazioni di campo di
Chern-Simons. Per di più tale definizione di entropia permette di analizzare in
dettaglio la struttura dei buchi neri di Kerr-Newmann e di Kerr in relazione ai
gradi di libertà rotazionali, ovvero la cosiddetta entropia di spin [4].

Risultato di rilievo è stato quello definire le quantità conservate e l’entropia
per la soluzione di Taub-Bolt, in relazione alla geometria e alla topologia altamen-
te non banale dello spazio tempo.
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Il formalismo sviluppato si applica e si estende alla definizione della termodi-
namica dei cosiddetti orizzonti isolati, recentemente introdotti da Ashtekar, che
generalizzano la definizione di orizzonte degli eventi a situazioni fisicamente più
rilevanti [3].

La definizione delle quantità conservate e la trattazione geometrica della ter-
modinamica dei buchi neri si estende inoltre a teorie puramente affini (e pertanto
gauge-naturali) come la teoria di Chern-Simons [2]. In tale contesto è possibili
trattare la gravità di Lovelock e calcolare e stabilire il primo principio della ter-
modinamica per soluzioni della teoria di Gauss-Bonnet [1].
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