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Sistema di equazioni di un gas viscoso barotropico
per il moto dell’atmosfera con la forza di Coriolis.

STEFANIA MARIA BUCCELLATO

N

Oggetto della tesi ¢ studiare un sistema di equazioni per un fluido viscoso
comprimibile e barotropico che puo essere considerato un modello matematico del
moto dell’atmosfera terrestre. Poiché la forza gravitazionale e la forza centrifuga
possono essere espresse da —oV@® con un potenziale @ (nel sistema di coordinate
che ruota assieme alla Terra), si considera un dominio Q = {xeR?: |x| <,
D)< D(x) <D}, dove I'y= {xeR?: ®(x) = @} corrisponde alla superficie ter-
restre, mentre @ e, quindi, I'; = {xe R?: &(x) = ®, } si sceglie in modo opportu-
no. In questo sistema di coordinate la forza di Coriolis assume 1’espressione —
20w X u. Percio dal sistema di equazioni generali per un fluido viscoso barotropi-
co ([5], [6], [7]) si deduce il seguente sistema di equazioni

(1) 0%;u+pu-Vu —udu — AV(V-u) + 200 x u= —hVo? —oV® su Q xR™,

2) d0+V-(ou)=0 su xR,
3) u),_, = uy(w), Q|t:0=Q0(.’)C) su 2,
— 3 — —
) u, =0, u'”|r1:j;"ﬂjawi”j\r1:0 Vrln o u, =0,

dove u = (u;(x, t), us(x, t), us(x, t)) & la velocita del fluido, 0 = o(x, t) & la den-
sita, w e la velocita angolare della Terra, u, 4 sono i coefficienti di viscosita (co-

stanti positive, 1 = l/1), y € una costante tale che 1 <y <2, & una costante
positiva. 3

I risultati principali consistono nella prova dell’esistenza ed unicita della solu-
zione locale nel tempo e della soluzione globale nel tempo (sotto I'ipotesi di pieco-
lezza dei dati iniziali) e nella prova della convergenza asintotica della soluzione al-
lo stato di equilibrio (0, o,,) sia nel caso in cui y =1 che y > 1. Per enunciare i ri-
sultati, poniamo

= {ueC>(): u verifica le condizioni al contorno},

Vo= V@ chiusura di ¥, nella topologia di H2(RQ).
Allora si dimostrano i seguenti teoremi:

TEOREMA 1. — Supponiamo che ugeVy, 0o H*(2), 0 <ay<po(x) B < ©
Ve Q (con aye B costanti) e che 1 <y < 2. Allora esistono un numero positivo
T e due costanti positive a e B tali che nell’intervallo di tempo [0, T] il problema
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(1)-(4) ammette una ed una sola soluzione nella classe
ueL?0,T; H3(2)NVy) NL*(0,T; H*(RQ)),
SueL?(0,T; H(2)NL>(0,T; L*(Q)),
0eL®(0,T; HX(RQ)), 0<a<o(x,t)sSp<x.

oz, t)

TEOREMA 2. - Sta y =1, J(x, t) = , (0 ¢q() densita in equilibrio). Allo-

Qeq
ra esiste un numero 6 > 0 tale che, se uge Vy e se |[ug|f32 + [log J(-, 0)|F:=< 0, il
problema (1)-(4) ammette, in tutto l'intervallo di tempo [0, [, una ed una sola
soluzione mella classe

ueL?*(0, o; H}(Q2)NVy) NL*(0, ©; H*(2));
SueL?0, wo; HY(2)NL*(0, o; L3(Q)); o0eL*(0, ©; H*(Q)).
Inoltre la soluzione (u, o) tende a (0, 0,,) per t— o con

[uC-, O + o egdrul-, |72 + [log J(-, )72 < ce 0f,  £4>0.

TEOREMA 3. — Supponiamo che 1 <y <2. Allora esiste un numero 6 >0 tale
che, se uyeVy e |Jul: + lloo — Qeq“%‘lz <0, il problema (1)-(4) ammette, in tutto
Uintervallo di tempo [0, o[, una ed una sola soluzione nella classe

ueL®(0, o; H}(Q2)NVy) NL*(0, ©; H*(RQ)),
ueL?(0, w; H{(Q)NL*(0, ©; L*(Q)), o0eL*(0, ©; H*(RQ)),
e la soluzione (u, o) tende a (0, 0,,) per t— o e verifica la disuguaglionza

l[ul-, O + Ve wgdiul-, DIE2+ lloC, 1) — 04 lf < ce =%, (¢>0)

con una costante €, > 0.

Dal punto di vista tecnico, la dimostrazione di tali teoremi utilizza tecniche
sviluppate in [1], [2], [3].
Idea della dimostrazione del Teorema 1.

Si procede con la linearizzazione delle equazioni
09u — udu — AV(V-u) + 200 X u = —o(@-V) u — hVo” — oV®,
S0+ V-(ow) =0, o),_,=00),

dove u si suppone nota, e con 'applicazione del principio del punto fisso di Schau-
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der. E cruciale la costruzione dell’insieme
Br={peL®*00,T; H(2)NL>(0, T; L*(2)): M(¢; T) <7, N(¢; T) <R},
M(g; T) = max (|¢ll20, 7; 13, 1@l =0, 7; 112y, 18 @llLzco, 73 10)5 1810l =0, 75 2.2),
N(g; T) = (H(PH%*((), Yt ||at¢||%°°(0, ;L) T ||at§0||%2(o, 712+ ||3t¢||%2<0, T;Fll))l/z,

bl = 35, [

3
2 Oy Uy Oy Vg, + i(V-u)(V-v)] d,
Q Jok=17 '

1

con particolare scelta di R, e 7.

Idea della dimostrazione dei Teorema 2 e 3.

Con stime a priori della soluzione del sistema di equazioni (1), si ottiene la
disuguaglianza

d m
@) = L) + D(t) < ko(o) A(t) lecj(£(t))”f,
i<
dove, se y =1,
o 1 ) q°
L£(t) —/11( E”\/EMHLZ + h! 55 5 d”) +

Az lullys + A5Vodullpz + Aullolz= + 45

Vo,
®) = [l + Vod,ulf: + I8, ullys + ol + V-0l + |Aulf + |dulfs,

e, sel<y<2,
1 h
£(t) =A1(§|Iv5u||%z+ %f@”q%lac) +
Q

Az lullz + 45|Ved,ulltz + A |VQIE: + A7 ]4QIE-,
0(t) = Nl + Ve, ull2 + o, alffp + | Aulf s + llawlf s + [V QIR + [4QIE -,

o(x, t)=VlegJ(x, t), qlx,t)=0(x, t)—0.,®), Qx,t)=o0(xr, 1) =0, @),

o = o(x, t) @ un valore tra o(x, t) e 0, (), mentre /1, sono costanti scelte in modo
opportuno.

Per ottenere la (2), per la velocita « si usano tecniche di stime a priori per le
equazioni di tipo parabolico, mentre per la densita o & essenziale stimarla median-
te le stime di o(x, t) (nel caso y =1) o di Q(x, t) e q(x, t) (nel caso 1 <y < 2) qui
sopra definite, utilizzando anche il teorema di traccia ((LM]). Inoltre 'uguaglian-
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za dell’energia viene espressa in modo opportuno con l'uso di ¢ (come nel lavoro
[Pad3]).
Una volta ottenuta la (2), si vede facilmente che esiste un 6 > 0 tale che

L) <O = k(o) D (L)) < é
j=1
e, quindi,
d 1
Z o)+ = o) <0.
7 (t) 5 ()

Di conseguenza, se £2(0) < 9, allora si ha £2(t) < 6 Vt = 0. Percio applicando ripe-
tutamente il teorema 1, si puo prolungare la soluzione (u, o) in [0, o[. L’unicita
della soluzione globale segue dall’unicita della soluzione locale.

Inoltre, dall’espressione di £2(t) e di (X(t) si deduce che esiste una costante k,

tale che £(t) < ky(t). Percio, posto ¢, = % >0, se £(0) <9, si ha %ﬁ(t) +
0

£9L(t) <0, e quindi si ha £(t) < £(0)e ', Cio significa che la soluzione (u, o)
tende asintoticamente a (0, 0 ).
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