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Proprieta globali dell’equazione relativistica
della forza di Lorentz.

Erasmo CAPONIO

La ricerca presentata in questa nota ha come oggetto I'applicazione di metodi
variazionali e di tecniche di causalita allo studio di alcune proprieta globali della
equazione della forza di Lorentz nella teoria della Relativitd Generale.

In Relativita Generale, lo spazio-tempo e il campo gravitazionale sono descrit-
ti da una varieta lorentziana (M, g), il campo elettromagnetico da una 2-forma
chiusa F' su M. Una particella, avente carica g e massa m e che si muove nei due
campi esterni F' e g, & rappresentata da una curva di tipo tempo z :[a, b] — M che
soddisfa I'equazione della forza di Lorentz (cf. [8]):

D . =~ .
)] —z=qF)z].
ds

In (1) Pazione del campo gravitazionale sulla particella & inclusa nel termine =2
D | . . . . .as
dove = é la derivata covariante lungo la curva z associata alla connessione di Le-

S

vi-Civita, mentre quella del campo elettromagnetico & racchiusa nel termine
qF(2)[z], dove F': TM — TM & la mappa sul fibrato tangente alla varieta M defini-
ta da g(p)lv, F(p)lw]] = F(p)lv, w], per ogni (p, v),(p, w) e TM. Una soluzione si
dice di tipo tempo se corrisponde ad una traiettoria di una particella che si muove
ad una velocita inferiore a quella della luce. Pertanto le soluzioni di tipo tempo so-
no quelle fisicamente ammissibili. Da un punto di vista matematico una soluzione
di tipo tempo & caratterizzata dal fatto che la funzione s+— g((s), 2(s)) & costante
lungo z, con valore negativo della costante soddisfacente la relazione g(z, 2) = —
m2, dove m, indica la massa della particella che si muove seguendo la traiettoria
z=2z(s) (si sono scelte unita di misura in cui la velocita della luce ¢ uguale a 1).

In coordinate locali, Eq. (1) & un sistema di equazioni differenziali non lineari
del second’ordine in forma normale. Dunque, sotto ipotesi di regolarita del campo
elettromagnetico e di quello gravitazionale, la classica teoria locale delle equazio-
ni differenziali ordinarie assicura l'esistenza e l'unicita di una soluzione di tipo
tempo inestendibile, che soddisfa alle condizioni iniziali di Cauchy. La soluzione,
inoltre, dipende in maniera regolare dai dati iniziali. Se la teoria locale non pre-
senta particolare interesse, le proprieta globali di Eq. (1) sono, invece, quasi ine-
splorate. Ad esempio non € noto per (1) un risultato analogo al classico teorema di
A. Avez e H. J. Seifert sull’esistenza di una geodetica di tipo tempo che connette
due punti cronologicamente correlati su una varieta lorentziana globalmente
iperbolica.

In questa nota presentiamo alcuni risultati, nella direzione del teorema di
Avez e Seifert, per le soluzioni di tipo tempo di (1). Se supponiamo che la 2-forma
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F sia esatta, le soluzioni di (1), che connettono due puntl Po€ P fissati su M, sono
tutti e soli i punti eritici del funzionale I(z) = f g(z z)ds + f qw(z) ds, definito

sulla varieta 2, ,, delle curve su M, parametmzzate in [0, 1], d1 classe H! e che
al bordo assumono i valori p, e p;. La ricerca dei punti critici di / presenta alcune
difficolta legate al fatto che I € un funzionale fortemente indefinito. Tali difficolta

sono soprattutto associate al termine E(z) = f g(z z) ds. Nella prima meta de-

gl’anni “90 sono stati ottenuti svariati rlsultatl di esistenza e molteplicita per i
punti critici di £ (cf. [6] e la bibliografia ivi contenuta). Tali risultati possono esse-
re facilmente estesi al funzionale I. Il problema principale nello studio del funzio-
nale I non & quindi stabilire genericamente 'esistenza di un punto critico, ma sta-
bilire I'esistenza di un punto critico di tipo tempo. Infatti, se per i punti critici di £
I'essere di tipo tempo equivale semplicemente all’avere valore critico negativo, la
stessa proprieta non é vera, ovviamente, per i punti critici di /.
Un primo risultato di esistenza e molteplicita per i punti critici di tipo tempo di
I riguarda il caso in cui i campi g e w sono stazionari. Assumiamo cioe che lo spa-
zio-tempo M sia munito di un campo di Killing Y di tipo tempo e che la 1-forma w
sia Y-invariante, nel senso che il prodotto di Lie di Y e del campo A, metricamen-
te equivalente a w, sia nullo: [Y, A] = 0. In questo caso la ricerca dei punti critici
di I puo essere ridotta allo studio del funzionale I ristretto alla sottovarieta,
Npg, p i £, p,, costituita dalle curve che soddisfano la legge di conservazione:
9, Y) + w(Y) = costante. Sotto opportune ipotesi su (M, g) (es. (M, g) statica,
(M, g) varieta stazionaria standard), se i campi Y e A hanno crescita sottoquadra-
tica all'infinito & possibile provare che il funzionale 7y, & limitato dal basso e
soddisfa la condizione di Palais-Smale. Cosl possiamo stabilire Pesistenza di punti
critici di 7 e, se la topologia della varieta M é sufficientemente ricca, la molteplici-
ta per mezzo della teoria di Lusternik-Schnirelmann o della teoria di Morse. Ri-
sultati di esistenza e molteplicita di punti critici di tipo tempo, in questo contesto,
sono stati ottenuti nel caso in cui M é una varieta lorentziana stazionaria standard
o in generale una sottovarieta aperta di una varieta lorentziana stazionaria stan-
dard. Piu dettagliatamente, si supponga che M = M, x RcM = M, xR, con M,
sottovarieta aperta di M, che la metrica g su M sia indotta dalla metrica § su M e
sia definita da

9@IE, §'1=(&, &)+ (o), &), 7"+ (6(w), §"). T — Bla) 77,
dove z=(x,)eM=MyxR, =, 1), ¢'=(&",t)eT. M=T,MyxR, (-, -) & una me-
trica riemanniana su M, 6 un campo vettoriale regolare su M, e S una funzione

positiva regolare su M,. Qui il ruolo del campo Y e giocato dal campo %

TEOREMA 1. — Sia A = (9, ¢), %-invam’ante e st supponga che esista una
funzione @ :M—R tale che ®(z) =0<zedM = IMy xR, &(z) >0<=zeM,
V&(z) =0 per ogni ze M. Si supponga, inoltre, che esista o >0 tale che, per

ogni p € M e per ogni vettore ve T, dM di tipo tempo con g(p)[v, 8% ‘ <0, se

lq| o s . Pl
—— < st abbia He(p)lv, v]+ qF(p)VD(p), v] <0, dove Hy indica lo
V —9plv, v]
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hessiano della funzione @. Allora, se MyU M, e un sottospazio metrico comple-

to di My, e se sup | 9(x) + p(x)d(x) | < + o, sup |0(x) | < + oo,
weMyU oM,
sup  [(o(x), 19(90)) ﬁ(x)(p(x)| < + o, fissato py= (x, tg) e]i]4 esiste Ty>0
xeMyU oM,
tale che Oper ogni T > T, esiste una soluzione di tipo tempo di (1), contenuta in

M, con lal < 0 e che connette py e p; = (x1, ty + T) e M. Inoltre se M ¢ non-con-

m,
trattile in se stessa il numero di tali soluzioni, per ogni fissato T, tende ad infi-
nito al tendere di T ad infinito.

Questo risultato ha trovato applicazione (cf. [2]) alla regione esterna al secon-
do orizzonte degli eventi dello spazio-tempo di Reissner-Nordstrom, su cui si so-
no generalizzati precedenti risultati noti per le geodetiche (cf. [6]).

Nel caso non stazionario I'esistenza di soluzioni di tipo tempo e stata ottenuta
ricorrendo alla teoria di Kaluza-Klein. Questa e una teoria sviluppata agli inizi de-
gli anni «20 nel tentativo di unificare la gravita e la forza elettromagnetica in una
teoria della Relativita Generale formulata in uno spazio-tempo a dimensione 5 in-
vece che 4. In particolare, nella sua versione «non compatta», 'equazione del mo-
to di una particella carica si ottiene proiettando sullo spazio-tempo (M, g), 'equa-
zione delle geodetiche in M X R munito della metrica di Kaluza-Klein gxx =g +
0%(dy + w)?, dove y & la coordinata in R e o & un parametro che nella teoria «com-
patta», in cui la fibra R & sostituita da S?, rappresenta il raggio della circonferen-

za. Il campo 2 & un campo di Killing per gxx e, come conseguenza il prodotto
Ixx | v, ai) é costante lungo ogni geodetica y di (M X R, ggx). Si vede facilmente
Y

che tale quantita rappresenta la carica elettrica per la particella che si muove lun-
go la traiettoria z(s) = 7(y(s)), dove 7w : M X R— M denota la proiezione canonica
su M. Direttamente dalla definizione di gxx si deduce, inoltre, che se y di tipo
tempo rispetto a gxx allora z(y) & di tipo tempo rispetto a g. Cosi I'esistenza di so-
luzioni di tipo tempo per (1) pud essere ricondotta allo studio dell’esistenza di
geodetiche di tipo tempo per la metrica di Kaluza-Klein. Il problema diviene allo-
ra provare l'esistenza di una soluzione per una carica, o in generale per un rap-
porto carica/massa, fissato a priori.

Nel caso di una varieta lorentziana (M, g) con M = M, X R, M, varieta com-
patta, e g definito da g(x, t)[(&, 7),(&, ©)] = {alx, D)E], &) — B(x, t)1% dove, per
ogni (x,t) e M, a(x, t) & un operatore simmetrico positivo su 7', M, tale che la
mappa (x, t) — alx, t) & regolare, mentre § & una funzione positiva regolare su
M, si puo dimostrare (cf. [1]), usando la metrica di Kaluza-Klein, il Teorema della
Sella, per quanto riguarda l'esistenza e la Categoria Relativa Limite (cf. [5]), per
quanto riguarda la moltelicita, il seguente:

TEOREMA 2. — Si supponga che a, e w siano T-periodict rispetto alla varia-
bile T, allora per ogni ke N, k = 1 esiste una soluzione di tipo tempo z = (x, t) di
(1) tale che x ¢ una curva chiusa e regolare in M, e t ¢ una funzione reale che
conmnette ty, t; e R aventi differenza t, —ty uguale a kT. Inoltre se il gruppo fon-
damentale di M, ¢ finito o ha un numero infinito di classt di coniugio, il nume-
ro di tali soluzioni, geometricamente distinte, per ogni fissato k, tende ad infi-
nito al tendere di k ad infinito.
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La metrica di Kaluza-Klein e stata usata anche per ottenere una generalizza-
zione del Teorema di Avez e Seifert all'equazione (1) (cf. [4]):

TEOREMA 3. — Sia (M, g) uno spazio-tempo orientato nel tempo (ovvero mu-
nito di un campo W di tipo tempo) globalmente iperbolico (cioé munito di una
superficie di Cauchy ovvero un sottospazio topologico di M che viene interseca-
to una sola volta da ogni curva di tipo tempo in M) e siano p, e p; due punti cro-
nologicamente correlati in M (ovvero due punti per cui esiste una curva
7:[a, b]— M tale che T ¢ di tipo tempo, g(t, W) <0 e t(a) = py, t(b) = py). Allora
esiste R > 0, dipendente da g, I', py, p1, tale che, per ogni carica q con |q| <R,
esiste una soluzione di tipo tempo di (1), parametrizzata in modo che gz, 2) = —1
e che collega py e p;.

Si conclude questa nota accennando ad un risultato tipo indice di Morse, otte-
nuto per le soluzioni di (1) con punti iniziale e finale fissati (cf. [3]), in cui si adatta
all’equazione dei campi di Jacobi di (1), nel caso stazionario, un risultato contenu-
to in [7] sulla uguaglianza tra l'indice di Maslov e l'indice di Morse. Infine, per
una varieta statica (M, ¢), soddisfacente un’ipotesi di completezza e sotto ipotesi
di crescita sottoquadratica all'infinito per i campi Y e A, sono state ottenute le re-
lazioni globali di Morse per le soluzioni di (1) che collegano due punti non coniu-
gati, generalizzando le relazioni di Morse per le geodetiche su varieta Lorentzia-
na statiche standard (cf. [6]).
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