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(1,1)-nodi e gruppi ciclicamente presentati.

ALESSIA CATTABRIGA

Una presentazione bilanciata di un gruppo

(X1, ooy |10, )
e detta ciclica se esiste una parola w nel gruppo libero F, generato da x, ..., x,
tale che 7, = 6 ~Y(w), per k=1, ... n, dove 6 ,: F,—F, & 'automorfismo definito
da 6, (x;) =x;,; (indici modn), per i1 =1, ..., n.

Negli ultimi anni, diversi autori hanno messo in evidenza le relazioni esistenti
tra rivestimenti ciclici di nodi in S* e varieta il cui gruppo fondamentale ammette
una presentazione ciclica. Con lo seopo di studiare tali relazioni, M. J. Dunwoody
ha definito in [1] una classe di 3-varieta dipendenti da sei parametri interi con
gruppo fondamentale ciclicamente presentato. In [2], si dimostra che tali varieta
sono in effetti rivestimenti fortemente ciclici di spazi lenticolari (eventualmente
S®) ramificati su (1, 1)-nodi. Inoltre, in [3], si dimostra che ogni rivestimento for-
temente ciclico ramificato di un (1, 1)-nodo ammette una decomposizione di Hee-
gaard che induce una presentazione ciclica per il gruppo fondamentale.

In questa tesi si studiano le proprieta degli (1,1)-nodi ed in particolare i loro
legami con i gruppi ciclicamente presentati.

Questo studio viene affrontato introducendo una rappresentazione algebrica
degli (1, 1)-nodi che utilizza gli elementi di PMCG,(T), il mapping class group
puro del toro 2-puntato. In termini di tale rappresentazione, vengono calcolati al-
cuni invarianti come ad esempio il gruppo fondamentale. Come rilevante applica-
zione viene trovata esplicitamente la rappresentazione delle due pitt importanti
classi di (1, 1)-nodi in S?: i nodi torici e i nodi a due ponti.

Nella seconda parte si studiano i rivestimenti fortemente ciclici ramificati degli
(1, 1)-nodi. Si trovano le condizioni di esistenza ed unicita e, partendo da un elemen-
to di PMCG,(T) che rappresenta un (1, 1)-nodo K, si ottiene la parola che determina
la presentazione ciclica del gruppo fondamentale del rivestimento fortemente ciclico
ramificato di K. Inoltre, si dimostra che il polinomio di Alexander di un (1,1)-nodo
K ¢S? coincide con il polinomio associato alla presentazione ciclica del rivestimento
fortemente ciclico ad n-fogli ramificato di K, per » sufficientemente grande.

Nell'ultima parte della tesi si dimostra che ogni rivestimento fortemente cicli-
co ramificato di un (1,1)-nodo & una varieta di Dunwoody. Questo risultato, insie-
me al teorema di Grasselli-Mulazzani precedentemente citato, dimostra che la
classe dei rivestimenti fortemente ciclici ramificati degli (1, 1)-nodi coincide con
quella delle varietd di Dunwoody. Infine viene descritto un algoritmo che, per
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ogni n > 1, permette di trovare i parametri che determinano la varietd di Dun-

woody che & rivestimento fortemente ciclico ad n-fogli di un nodo torico in S2.

1. - (1,1)-nodi e loro rappresentazione.

Con L(p, q) sara denotato ogni spazio lenticolare, inclusi S! x 82 =1(0,1) e
S* = L(1, 0). Inoltre, per semplificare le notazioni, le classi di omologia ed omoto-
pia saranno denotate con lo stesso simbolo usato per il ciclo o il cappio da esse
rappresentato.

Un nodo K in una 3-varietd N2 & detto un (1, 1)-nodo se esiste una decomposi-
zione di Heegaard di genere uno, detta (1,1)-decomposizione:

(NS,K)=(H,A)9(H’,A’),

dove H e H' sono tori solidi, A e A’ sono archi banali propriamente immersi in, ri-
spettivamente, He H' e ¢ : (dH', 0A’) — (JH, dA) & un omeomorfismo d’incolla-
mento. Ovviamente N? sard uno spazio lenticolare.

Sia ora T un toro e sia HT, 2) il gruppo degli automorfismi # : T— T che con-
servano l'orientazione e tali che i(P;) = P, e h(P,) = P,, con P, P, punti fissati
su T. Allora PMCG,(T), il mapping class group puro del toro 2-puntato, € il
gruppo delle classi di isotopia di T, 2) (che ovviamente non dipende dalla scelta
di P, P,eT). Per semplicita, useremo la stessa notazione per un elemento di
HT, 2) e per la sua classe di isotopia.

Un insieme di generatori per PMCG,(T) € dato dai Dehn twists ¢,, tg, ¢, lungo le
curve, rispettivamente, a, §, y illustrate in Figura 1.

——

Fig. 1. — Le curve «, 1, 3, y.

TEOREMA 1. — Sia X, 1) la classe di tutti gli (1, 1)-nodi. Allova esiste
un’applicazione suriettiva O : PMCGy(T) —> R 1) che associa ad ogni
elemento v e PMCGy(T) un (1, 1)-nodo che indicheremo con K,. Inoltre se
K ¢ un (1, 1)mnodo in L(p, q), esistono y',y", v, ,e€ PMCGy(T) tali che
K=K,, =K, ,» dove v, , ¢ contenuto nel sottogruppo di PMCG,(T)
generato da t, e tg e dipende unicamente da L(p, q), mentre y', yv" sono
elementt appartenenti al nucleo dell’epimorfismo naturale

2 : PMCGy(T) > MCGK(T) = SL(2, Z).
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Tale nucleo inoltre é generato liberamente dagli elementi t,, =tz ty’1 et;=t,t, L
dove n ¢ la curva disegnata in Figura 1, e si ha t, = T 0 T

Utilizzando tale rappresentazione otteniamo i seguenti risultati.
ProPosIZIONE 1. — Sia K, un (1, 1)-nodo in L(p, q). St ha:

@® mi(Lp, @) — K,,*) = (a, y[r(a, y) =wp(B)),

dove 1: m(OH — 0A,*) = m(H — A*) ¢ Uomomorfismo indotto dall’inclusione
OH — 0AcH — A4;

2) H,(L(p, 9 — K,) =(a, y|pa+q"y) =Z® Zgcap, ¢

dove q" ¢ determinato dalla relazione omologica w(B) =pa+q'B+q"y.

Si ottengono le seguenti rappresentazioni per i nodi torici ed i nodi a due ponti
in S,

TEOREMA 2. — Il nodo torico t(k, h) cS® é I'(1,1)-nodo K, con:

h
’l/) — 'Hl(T}L'(Ll—l)k//%J — |ik/h) ,L,l—l) tﬁ ta tﬂ;
i=

dove x| denota la parte intera di wx.
Il nodo a due ponti b(l,t)cS® con parametri di Conway [2a,
20y, ..., 2a,, 2b,] ¢ IQ,1)-nodo K, con:

w = tﬁtatﬁribntffﬂ...rébl tfl’

dove ¢ é un opportuno cappio su T tale che t.=7;'t,, 7,7,

2. — Rivestimenti fortemente ciclici e varieta di Dunwoody.

Un rivestimento ciclico ad n-fogli di una 3-varietd N® ramificato su un nodo K
& detto fortemente ciclico se l'indice di ramificazione lungo K e n (i. e. la fibra di
ogni punto di K contiene un unico punto). Si osservi che nel caso di S® ogni
rivestimento ciclico &€ anche fortemente ciclico.

TEOREMA 3. - Sia K, un (1, 1)-nodo in L(p, q). Allora esiste un rivestimento
fortemente ciclico ad n-fogli ramificato di K, se e solo se d divide q", dove d =
ged (p, n) e q¢" ¢ unicamente determinato dalla relazione omologica Y(B) = pa +
q'p+q"y. In tal caso esistono esattamente d rivestimenti di questo tipo, a
meno di equivalenza.

TEOREMA 4. — Sia C, ,(K,) il rivestimento fortemente ciclico ad n-fogli
ramificato su K, con monodromia o e sia x,y)=x1y°rxtys, con
Ely ey €5, 01, ..., 0,€7, 1l relatore della presentazione del gruppo fondamentale
di K, ottenuto effettuando la sostituzione o= wy® in (1). Allora il gruppo

fondamentale di C,, ,(K,) ammette la presentazione ciclica G,(w), con:
w= xiell...‘%-?s

s

-1
(indici mod n), dove i, =1+ >, o;mod n, per k=1,...,s.
j=1
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Accenniamo ora alla costruizione delle varieta di Dunwoody. Per una
definizione rigorosa si veda [1]. Siano a, b, ¢, n, 7, s interi tali che a, b, ¢ =0,
n=1ea+b+c>0.Per opportuni valori di a, b, ¢, n, 7, s, chiamati ammissibili,
si dimostra che il grafo trivalente illustrato in Figura 2, (in figura ¢ varia da 1 a n)
con la regola d’attaccamento che identifica C; con C/,, (indici modn) tramite
l'incollamento dei vertici con la stessa numerazione, per i=1,...,7n, € un
diagramma di Heegaard. La 3-varieta chiusa e orientabile da esso determinata, e
detta varieta di Dunwoody di tipo (a, b, ¢, n, 7, s).

I+a+c-r \\
a+b+c-r "
Cl,
a-r
ar 1+a+b+cr
1-r

Fig. 2. — Costruzione della varietd di Dunwoody di tipo (a, b, c, n, 7, s).

TEOREMA 5. — Ogni rivestimento fortemente ciclico ramificato di un
(1, D-nodo ¢ una varieta di Dunwoody.

Quindi i rivestimenti fortemente ciclici ramificati di (1,1)-nodi e le varieta di
Dunwoody sono due diverse rappresentazioni degli stessi oggetti topologici.
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