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Risultati di molteplicita per problemi ai limiti superlineari
e asintoticamente lineari.

FrRANCESCA DALBONO

La tesi & incentrata principalmente sullo studio di esistenza e molteplicita di solu-
zioni (con prescritte proprieta nodali) per un problema di Dirichlet avente la forma

w"(t) + G(t, u(t)) =0
w(0) =0 = ulmx),

dove G :[0, 7] X R"—R™ & una funzione L '-Carathéodory.

I risultati di molteplicita esposti nei primi capitoli della tesi sono ottenuti con-
siderando una nonlinearitd G di tipo asintoticamente lineare. In tale contesto
vengono studiati sia il caso scalare (m = 1) che il caso vettoriale (in cui per sempli-
cita si pone m = 2).

I1 Capitolo finale & dedicato allo studio di esistenza di infinite soluzioni radiali,
aventi un comportamento singolare nell’origine, per un’equazione differenziale
alle derivate parziali, di tipo ellittico, caratterizzata dalla presenza dell’operatore
p-laplaciano. I1 problema scalare considerato soddisfa ipotesi di superlinearita.
Un metodo di shooting garantisce la molteplicita di soluzioni per tale problema.

Mancando ipotesi di regolarita sulla funzione G, il caso asintoticamente linea-
re e stato invece studiato seguendo un approccio di tipo topologico. I teoremi di
continuazione utilizzati discendono dal classico «Théoréme Fondamental» di Le-
ray e Schauder [4], in cui viene studiata la seguente equazione di punto fisso, di-
pendente da un parametro

2) u=HNu, A),

dove F: X x [0, 1]—X & una funzione completamente continua e X & uno spazio

di Banach. Sia X linsieme delle soluzioni (eventualmente vuoto) di (2), definito da
>={(u,A)eXx[0,1]: u=Hu, 1)}.

Per ogni QcXx[0,1] e per ogni Ae[0, 1] si definisca inoltre Q; := {ue
X:(u,A)eR}. Vale allora il «Théoréeme Fondamental», di cui ricordiamo
Penunciato.

oy

TEOREMA 1. — Supponiamo che esista un aperto 2cX x [0, 1] tale che
SNaoR=0 (stima a priori);
deg (Id — H-, 0), 24, 0) =0 (condizione di grado).

Allora, X contiene un continuo (insieme chiuso e connesso) C lungo il quale 1 as-
sume tutti i valori in [0, 1].
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Per applicare il Teorema di Leray e Schauder (o le relative varianti) e oppor-
tuno introdurre la dipendenza dal parametro A e[0, 1] nell’equazione data. Per
questo motivo, trattando il caso vettoriale, si & immerso, tramite opportuna omo-
topia, il problema dato in una famiglia di problemi di Dirichlet dipendenti da un
parametro A associati ad un’equazione del tipo u” + G(t, u; A1) = 0. In tal modo,
un teorema di continuazione astratto puo trasformare attraverso 'omotopia il si-
stema iniziale «debolmente accoppiato» in un problema autonomo disaccoppiato.
Quest’ultimo viene quindi studiato attraverso una tecnica di mappa-tempo.

Nello studio del caso scalare, si € invece utilizzato un nuovo risultato di conti-
nuazione valido per problemi di Cauchy in R” dipendenti da un paramentro.

Dopo aver introdotto il parametro e aver scritto la famiglia di problemi nella
forma (2), affinché siano soddisfatte le ipotesi del Teorema 1 (o di una sua varian-
te) risulta di fondamentale importanza sviluppare stime a priori sulle possibili
soluzioni.

Uno strumento cruciale in tale direzione e il cosiddetto «Lemma dell’Elasti-
co», che, in particolare, fornisce stime sulla norma C! delle soluzioni dell’equazio-
ne data.

Desiderando ottenere informazioni sulla molteplicita delle soluzioni di (1), si
rivela opportuno introdurre una funzione continua k : ¥—IN correlata (nel caso
scalare) al numero di zeri oppure il concetto di numero di rotazione di una fun-
zione u al tempo ¢, il quale non & altro che la «funzione angolare» che conta il nu-
mero dei semigiri del vettore ((0, 0), (%, %")), quando s si muove da 0 a t. La mol-
teplicita e garantita da stime sul numero di zeri o sul numero di rotazioni di solu-
zioni di determinati problemi di Cauchy.

Per lo studio del caso simmetrico e scalare realizzato nel Capitolo 3 della tesi, di-
venta importante ai fini della molteplicitd introdurre il concetto di autovalore con
peso. Infatti, tenendo in considerazione i classici Teoremi di confronto di Sturm, é
possibile stabilire una relazione tra autovalori con peso e numeri di rotazione di pro-
blemi lineari ausiliari; da tale relazione discenderanno le stime richieste sul numero
di rotazioni. In particolare, si considerano problemi lineari della forma

w"(t)+ A @) u) =0
w(0) =0 =u(x)

@)

dove ¢ e L! soddisfa la condizione di segno ¢ > 0 (i.e. ¢(t) = 0 per q.0. te [0, 7] e
@ >0 su un sottoinsieme di [0, ;] di misura non nulla). Dalla teoria di Sturm se-
gue che il problema (3) ammette la seguente successione di autovalori

0<A1(p) <dy(g)<...<Z;(p)<...

con lim A;(¢)= + ». L’autofunzione corrispondente a 4;(¢) ha esattamente
j—>+

(7 —1) zeri in (0, 7). Possiamo quindi enunciare il primo risultato di molteplicita

dimostrato nella tesi, relativo al caso scalare.

TEOREMA 2. — Supponiamo che G soddisfi le sequenti condizioni di asintoti-
ca linearita (A) esistono quattro funzioni o, b, ay, bpe L' con 0 <a, <b, e
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0<ay<by tali che

G¢,x) G(t, »)

., (t) < lim inf < lim sup <b,()
o] =+ o X ] — + o0 x
X G, x
ao(t) < lim iglf ) < lim sup ¢, ») < by(t)
T X x—0
uniformemente q.o. i tel0,x]. Supponiamo che esistano n,melN, m<n tali che
4) Anlag) <1 <A,(b,) o0 A,(a.)<1<2,(by).

Allora, per ogni he N con m < h < n il problema (1) ha almeno due soluzioni u,
e v, con u; (0) >0 e v, (0) <0 aventr esattamente (h —1) zeri in (0, 7).

Si noti che nel caso in cui @, b, @y, by S0no costanti positive, la condizione (4)
& equivalente a Vb <m<sn<\Va, o Vby<msn< \/am, dato che, sotto tali
ipotesi, € possﬂolle scrivere I'espressione esplicita del j-esimo autovalore. Infatti,

Aj(c) == per ¢> 0. Dunque lipotesi (4) sancisce I'esistenza di un «gap» tra il
4

comportamento della nonlinearita in zero e quello all'infinito. Il numero di solu-
zioni aumenta incrementando tale «gap».

Lavorando con pesi continui, si & potuto generalizzare il risultato del Teore-
ma 2 ad un contesto asimmetrico caratterizzato dalla presenza di pesi indefiniti
(cfr. Capitolo 4 della tesi). La presenza di asimmetria richiede 'introduzione del
concetto di autovalore con due pesi. In particolare, date due funzioni continue
@, ¢ tali che ¢ *(£) v * () #0 in (0, 7), per ogni je N e ve { <, >}, si puo deno-
tare con A;(¢, ) >0 il valore per il quale il problema semi-lineare

w" @)+ M) u @) -y u #)=0, u(0)=0=wu(x), u'(0)v 0
ammette una soluzione avente esattamente (j — 1) zeri in (0, o). Si noti che la
scelta di lavorare in ambito di continuita e dovuta al fatto che in tale contesto e
stata sviluppata in letteratura (cfr. [1]) una teoria di Sturm la quale, tra laltro,
stabilisce una relazione tra autovalori con due pesi e numeri di rotazione.

Nel Capitolo 5 della tesi & stato inoltre trattato il caso in cui G in (1) & una fun-
zione vettoriale e asimmetrica. Riportiamo un corollario del risultato, ottenuto re-
stringendosi al caso simmetrico.

COROLLARIO 1. — Supponiamo che G sia continua e che per ogni ie {1,2}
soddisfi (A;) esistono N >0, 0 >0, 8,20, A;#0 tali che

G;(t, x) 5 .

|x;] >N = 0 < ———— <& Viel0,n], Va;eR con j=1
i

9 Gz(t,x) . .

0# |a;| <o=Afs ——— Vie [0, 7], Va;e R con j#1.
i

(F;) esiste una funzione continua Gi: R—R con @i( 0) =0 tale che
|Gi(t, x) | < Gi(x;) Vtel0, ], VoeR2.
Supponiamo inoltre che esistano my, mye N tali che
((Bi<mi<A1- VZE{I,Z}
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Allora, esistono hy, hy, IC;, 3G e N tali che per ogni (ny, ng) € N? con h; <n; < I
(1=1, 2) il problema (1) ha almeno quattro soluzioni la cui i-esima componen-
te ha esattamente (n; — 1) zeri i (0, x).

Al fine di poter applicare un opportuno teorema astratto di continuazione che
garantisca molteplicita di soluzioni & necessario esibire alcune stime sul numero
di zeri di ciascuna componente di tutte le (possibili) soluzioni di (1). Mancando
G;i(t, x)

una condizione che limiti superiormente la funzione

quando |x;| <9, la

procedura di stima risulta molto piti laboriosa. Per ricavare le stime necessarie si
& percio utilizzato un metodo analogo a quello sviluppato in [3].

Come gia accennato in precedenza, l'ultimo capitolo della tesi (Capitolo 6) af-
fronta un problema di tipo superlineare attraverso I'impiego di metodi di shoo-
ting. Il risultato principale conseguito consiste nel seguente teorema

N(p -

TEOREMA 3. - Siano 0 <p—-1<0,N>ped < N—I)er . Allora, per ogni

nelN, il problema
N P 2wy =N |, re(0,1), u(l)=0.

ha almeno due soluzioni singolari u,, v, che hanno esattamente n zeri in (0, 1)
e soddisfano, rispettivamente, lim u,(r) = + © ¢ lim v,(r) = — .

r—0" r—0"

Il precedente problema e affrontato considerando il problema di Cauchy

+1

G N u PR eV ] tu=0,  w(e) =0, |u'(e)] =£‘#,pﬂ
e provando che per ogni n € IN esistono ee (0, 1) e >0 tali che ogni soluzione
u,, 5 di (5) € singolare nell'origine, non cambia segno in (0, ), ha esattamente
(n—1) zeriin (g, 1) e u, 4(1) = 0. A questo scopo, viene studiato separatamente
il comportamento delle soluzioni in [0, €] e in [¢, 1]. Per ottenere il risultato di
esistenza in [0, ¢] si usano teoremi di confronto di Sturm e la classificazione del
comportamento delle soluzioni di —A4,u = |u|°~'u presente in letteratura (cfr.
[2]). Stime su un opportuno numero di rotazione associato a u, s conducono al ri-
sultato di molteplicita in [e, 1].
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