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Fibrati vettoriali su varieta di Fano.

DANIELE FAENZI

Strumento fondamentale associato a una varieta proiettiva liscia X sul campo
C e la categoria derivata D(X) della categoria abeliana dei fasci coerenti Coh (X).
Tale oggetto fornisce il linguaggio opportuno per introdurre i funtori derivati e
sussume profonde informazioni sulla varieta X. Si veda [GM96] e [BO95] per defi-
nizioni e importanti proprieta.

In pochi casi D(X) risulta finitamente generata come categoria triangolata; ta-
li casi risultano tuttavia particolarmente interessanti. Paradigmatico ¢ il teorema
di Beilinson per gli spazi proiettivi, successivemente esteso ad altri casi quali le
Grassmanniane, le quadriche, gli spazi proiettivi pesati, oltre a fibrati proiettivi e
scoppiamenti di varietd con tale proprieta.

Il teorema di Beilinson puo essere usato per fornire risoluzioni di fasci e per
descrivere spazi di moduli di fibrati su P", oltre ad implicare molti risultati classi-
ci, ad esempio il teorema delle sizigie di Hilbert e il criterio di spezzamento di
Horrocks, il quale afferma che su P" un fibrato £ & somma di fibrati in rette se e
solo se & aCM, i.e. ha coomologia intermedia nulla (ciod hi(E(t)) = 0 per ogni t e
per 0 < i <n). E quindi cruciale classificare i fibrati con tale proprieta coomologi-
ca su altre varieta, ancorché solo per spazi proiettivi e quadriche la classe dei fi-
brati indecomponibili aCM é finita a meno di twist.

Tali questioni sono studiate in particolare nel caso delle tre-varieta X di Fano li-
sce con Pic (X) =7, delle quali & disponibile una classificazione a meno di deforma-
zione (vedasi [ITP99] per una loro descrizione esaustiva). Nei casi in cui D(X) sia fini-
tamente generata si fornisce una risoluzione esplicita della diagonale (equivalente
alla struttura di D(X)), e si fa uso di tale descrizione per dare criteri di spezzamento
e studiare spazi di moduli di fibrati. Si studiano inoltre fibrati aCM su ipersuperfici e
loro risoluzioni, in particolare si classificano per grado e rango bassi.

1. - Fibrati su Ipersuperfici.

Consideriamo una ipersuperficie irriducibile X = V(Fx) c P" e sia E un fibrato
aCM ri rango » su X. Allora E esteso a zero su P" ammette la risoluzione

l l
0— @ Opi(a) > B Op(b) > E—0
i= j=

ove F'y divide det (M). Se poi £ ammette una 2-forma non degenere simmetrica
(risp. antisimmetrica) del tipo £ Q E —>MOX(d +t), allora E esteso a zero su P" am-
mette la presentazione del tipo L *(t) > L —F, ove L = @ Op:(b;), M & simmetri-
ca (risp. antisimmetrica) e F'y = det (M).

Questo ci permette di analizzare fibrati su ipersuperfici di grado basso, nello
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spirito del lavoro sviluppato da Enrique Arrondo, Laura Costa e Carlo Madonna.

Diremo che un fibrato di rango 2 su X e relativo a una sottovarieta Y di codi-
mensione 2 di X se e I'unico fibrato una cui sezione si annulla su Y. Nelle proposi-
zioni seguenti i numeri nella tabella indicano i gradi delle forme omogenee nella
matrice.

PROPOSIZIONE 1. — Sulla generica superficie cubica X c P* esistono precisamen-
te i seguenti fibrati aCM di rango 2:

1. 11 fibrato relativo a un punto p e X;

2. 11 fibrato relativo a due punti p, g € X, con risoluzione rispettivamente:

0]1 11 012 2 2
1(0 2 2 .20 11
punto: 112 0 2 2 punti: 211 01
1(2 20 21110

3. Il fibrato, relativo a un sottoschema Z di altezza nulla e di grado 5 contenu-
to in X, con risoluzione lineare 6 X 6.

Inoltre tali fibrati si estendono agli unici fibrati aCM di rango 2 sulla generica
ipersuperficie cubica in P*.

PROPOSIZIONE 2. — Sulla generica superficie quartica X in IP? esistono precisa-
mente i seguenti fibrati aCM di rango 2:

1. 11 fibrato relativo a un punto p e X

2. 11 fibrato relativo a due punti p, qeX;

3. Il fibrato relativo a un sottoschema Z di altezza nulla e di grado 8, con riso-
luzioni rispettivamente:

0|1 11 0|11 2 0|12 2 2
1/0 3 3 |10 2 3 210 2 2
punto: 113 0 3 2 punti: 112 0 3 Z 212 0 2
11330 21330 212 2 0

4. 1l fibrato E,, relativo a un sottoschema Z,; di altezza nulla e di grado d con
d=3, 4,5, con risoluzione rispettivamente

0222 2 2
013 3 3 011 2 2 2701111
37011 110 2 2 210111

d=3:1317 01| 9% |oloa o3| 45|21 101 1
3111 0 21230 2011101

211110

5. 1l fibrato, relativo a un sottoschema di altezza nulla e di grado di grado 14,
con risoluzione lineare 8 X 8.
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Inoltre tali fibrati si estendono agli unici fibrati aCM di rango 2 sulla
generica ipersuperficie quartica in P*.

Per quanto riguarda le quadriche lisce n-dimensionali, invece, & noto che gli
unici fibrati aCM indecomponibili di rango maggiore di 1 sono i fibrati spinoriali.
Nella seguente proposizione si danno risoluzioni esplicite ricorsive di tali fibrati
prima per n dispari e poi per 7 pari.

PROPOSIZIONE 3. — Sia S il fibrato spinoriale su @ = V(xf + 22 + ... +
2, %, 4+ 1), con n =2k — 1. Allora la matrice di presentazione M, di S & costruita ri-
corsivamente dalle condizioni 4,=1, M,=x, e dalle formule

A = 0 4 4 M- Toj 1A 4 M;_y
T\ Z1y-14. ’ T\ =1yt VYA ]
(-1 "4, 0 (—1) "My (—1)wyd,

Siano poi S e S’ i fibrati spinoriali su @ = V(a2 + 324 + ... + 292, 4 1), cON 1 =
2k. Allora S’ and S” sono dati dalle matrici M = M, ed N = N,, con

0 a4,
a4;= .- Ay=1, My=uxy, No=x,:1
(=1))"4;_, 0

v Trdia M; o A Nj
P\CDTING (Daga) T \CDITIM L (“1Yayd,)

2. — Varieta tridimensionali con D(X) finitamente generata.

In questa sezione si daranno alcuni risultati circa le varieta tridimensionali X
con D(X) finitamente generata, nel caso Pic (X) = Z. Tali varieta sono esattamen-
te 4 e sono legate alle uniche orbite del gruppo SL(2, C) = SL(W) la cui chiusura
¢ liscia. Tali orbite sono:

i) P?=P(Sym?®W) chiusura dell'orbita di x3 + y?;

ii) @;cP(Sym*W) chiusura dell’orbita di a*+ xy?;

iii) V= G(C?, Sym* W) N P(Sym®W) chiusura dell’orbita di x°y — xy®;

iv) U, c P(Sym?W) chiusura dell'orbita di xy(x'® + 112°y° — y1°). Per P? e
Qs si rimanda a risultati noti in letteratura. Le definizioni e i risultati circa le ri-
manenti varietd sono i seguenti.

DEFINIZIONE 4. — Sia V5 = G(P!, P*) N H; N Hy N Hyc PP e siano U e Q i fibra-
ti universale e quoziente (di rango 2 e 3) su V;. Si ha deg (V;) =5, Ky, =0y (—2).

Il seguente teorema, legato al lavoro di Orlov in [Orl91], puo essere dimostra-
to facendo uso dell’azione di SL(2, C) oppure della struttura di certi anelli Goren-
stein Artiniani.

TEOREMA 5. — Il fascio O, e Coh (Vs X Vi) ammette le due risoluzioni
@) 0—>U(—1)IEU%Q*(—1)Q*%O(—l)&Qﬁa(l)w‘%—%}%@—m

2) 0—-0(-1, -1)>URANQ*—>Q*RU—>O—O,—0
Da (2) otteniamo che un fascio senza torsione F' su Vi spezza come somma di fi-

brati in rette se e solo se per ogni teZ, si ha H(FQQ*() =0 e
H2(FQU(t)) = 0.
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Da (1) otteniamo che un fibrato aCM semistabile F su Vs ammette la
risoluzione

0—=U"—>(Q*)\ DO —F—0 .
Se F ¢ stabile allora ¢ =0. Se ¢;(F) # 0 allora ¢ =0. Se ¢;(F) = — = rk(F) allora
F=H(Q*®F®U. 2

DEFINIZIONE 6. — Sia U il 3-sottofibrato universale su G(C3, C7). Definiamo
X=V, come luogo degli zeri di tre generiche sezioni indipendenti di AZU*.

Nella famiglia di tali oggetti esiste una varietd speciale quasi-omogenea per
lazione di SL(2, C) che e detta U, (vedi (iv) nell’elenco).

Si ha Ky = Ox(—1), deg(X) = 22. Denotiamo con U e @ i fibrati universali ri-
stretti a X. X ammette immersioni in G(C?, C®) e in G(C®, C'*). Denotiamo con E
e K rispettivamente i sottofibrati universali ristretti a X. Tali fibrati risultano es-
sere stabili ed aCM e sono legati a differenti descrizioni di X, come insieme degli
esagoni polari a una quartica piana, o come insieme delle cubiche gobbe annullate
da un net di quadriche nello spazio proiettivo duale.

TEOREMA 7. — La generica varieta X =V, ammette la seguente risoluzione di O,

0—EXE—->URK—Q*XRU—-0—09,—0
Nel caso di Us, si puo ottenere tale risultato usando 1’azione di SL(2, C). Per il
caso generale & necessario prendere in esame i fibrati istantoni su P con ¢, = 3.
Alcune dimostrazioni si ricollegano al lavoro di Schreyer in [Sch01], mentre altri
passaggi sono legati a [Kuz96]. Lo studio ha come punto finale la descrizione dei
fibrati aCM di rango 2 su X, in fase di ultimazione con Enrique Arrondo.
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