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Schemi alle differenze finite per problemi
di diffusione-trasporto a trasporto dominante.

RAFFAELLA GIOVA

E noto che problemi ai limiti che coinvolgono equazioni alle derivate parziali,
intervengono nella modellistica di numerosi problemi di interesse fisico, ingegne-
ristico, applicativo in genere. Nella maggior parte dei casi, la ricerca di una solu-
zione analitica di tali problemi risulta essere impraticabile, per cui e di interesse
individuare tecniche numeriche per la determinazione di soluzioni approssimate.
E compito dell’analista numerico verificare, poi, che la successione delle soluzioni
approssimate converga alla soluzione esatta del problema assegnato, e che gli al-
goritmi prosposti possano essere di fatto implementati a costi ragionevoli.

La tesi e stata rivolta all'individuazione di opportune tecniche di discretizza-
zione, al loro studio teorico e alla conseguente implementazione, per i seguenti
problemi ai limiti di tipo diffusione-trasporto:
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(rispettivamente nel caso monodimensionale e bidimensionale), con condizioni al
contorno di tipo Dirichlet.

Per l'approssimazione delle suddette equazioni sono stati in prevalenza stu-
diati metodi alle differenze finite, anche se alcune idee possono essere applicate
anche al caso di altri metodi. Piu precisamente, I'attenzione é stata rivolta princi-
palmente al caso in cui i problemi in questione sono in regime di trasporto domi-
nante, nell'ipotesi, ciog, in cui il coefficiente di viscosita ¢ € piccolo rispetto a quel-
lo di trasporto | f|.

Per essere pill esatti, ricordiamo che, nel caso delle differenze finite con
parametro di discretizzazione h, un problema di diffusione-trasporto si dice
a trasporto dominante quando
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quando, cioe, la risoluzione numerica non e sufficiente ad ottenere I'accuratezza
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necessaria per seguire l'evoluzione dei cosiddetti boundary layers, generando
di conseguenza soluzioni approssimate affette da oscillazioni.

Dato che in situazioni di questo tipo le piti elementari tecniche numeriche si ri-
velano del tutto inaccurate, sorge la necessita di sviluppare metodi pit raffinati,
quali quelli presi in considerazione in questa tesi.

Partendo da queste considerazioni il lavoro e stato organizzato nel seguente
modo.

Nel capitolo 1 sono stati presentati i problemi ai limiti su cui si & investigato,
sia nella loro formulazione classica, sia in quella variazionale. Pili precisamente,
dopo una breve introduzione sulle origini fisiche di questi problemi si enunciano e
dimostrano alcune proprieta della loro soluzione. Infine si riportano diversi risul-
tati noti di analisi matematica e analisi numerica utili per alcune dimostrazioni ri-
portate nei capitoli successivi.

Nei capitoli 2 e 3 si studia la discretizzazione del problema rispettivamente
monodimensionale e bidimensionale. Nella prima parte dei due capitoli si dimo-
stra che, in entrambi i casi, tecniche numeriche come differenze finite centrate o
metodo di Galerkin (che viene presentato nel caso particolare del metodo degli
elementi finiti) sono poco soddisfacenti nel caso in cui ci si trovi in regime di tra-
sporto dominante. Essi producono, infatti, per ogni fissato %, soluzioni che diver-
gono oscillando per ¢ —0.

Un classico metodo che elimina le oscillazioni (soddisfacendo quindi ad un
principio di massimo nel discreto) € quello noto come metodo upwind, che &
equivalente al metodo delle differenze finite centrate associato, pero, ad un pro-
blema avente un parametro di viscosita pit grande (¢ + wviscosita artificiale).
Malgrado cio, questo metodo produce soluzioni affette da eccessiva viscosita, ed
inoltre presenta un ordine di convergenza solo lineare.

Lo scopo é stato, dunque, quello di determinare degli schemi che fossero sta-
bilizzati rispetto al parametro ¢ (che producessero cioe soluzioni limitate e non
oscillanti per ¢ —0, ad % fissato), e che nel contempo conservassero un buon gra-
do di accuratezza.

Tra le tecniche numeriche recentemente studiate vi sono quelle che propongo-
no l'utilizzo di nodi di collocazione diversi dai nodi scelti per rappresentare la so-
luzione discreta.

Seguendo l'idea sviluppata in [1] nel’ambito dei metodi spettrali, successiva-
mente estesa in [2] e utilizzata, poi, nell’ambito delle differenze-finite per lo stu-
dio del caso monodimensionale in [3], sono stati proposti e analizzati schemi alle
differenze-finite basati su due differenti griglie di nodi. Piti precisamente, 'idea
seguita nella seconda parte dei capitoli capitoli 2 e 3 & la seguente. Si supponga
di avere un operatore L lineare e invertibile e di voler approssimare la soluzione_)u
del problema Lu = f, per una data funzione f, mediante una discretizzazione L,
dell’'operatore, basata su tecniche puntuali del tipo differenze-finite o metodi
spettrali. La soluzione u, apparterrad ad uno spazio discreto X,.

Si considerano, allora, due insiemi di nodi nel dominio di definizione di u:
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il primo «, utilizzato per rappresentare la soluzione;

il secondo 7, usato per collocare 'equazione.

Si costruisce, poi, 'operatore discreto in modo che: Zh, v= (Lv)(T,), per ogni v
appartenente ad un’opportuna classe di funzioni.

Come nella maggior parte degli schemi di collocazione i nodi %, e 7, possono
coincidere, ma & possibile ottenere risultati migliori quando il secondo insieme &
scelto in modo opportuno (in funzione della griglia 2, e dell’operatore L); ad
esempio, realizzando una discretizzazione (il tipo superconsistente. In tal caso, la
griglia 7, & tale che il vettore differenza L, v — (Lv)(7,) & nullo non solo per le
funzioni appartenenti allo spazio X, di approssimazione (proprieta che potremmo
definire di consistenza standard), ma anche per altre funzioni, in modo che la so-
luzione discreta u; appartenga automaticamente ad uno spazio la cui dimensione
globale &€ maggiore del numero di gradi di liberta necessari nella costruzione di v,
stessa.

Dopo aver studiato il caso unidimensionale corrispondente all’operatore L =

2
—8% +p a%, cioe aver visto che e possibile determinare una griglia di colloca-
zione superconsistente, ed averne esaminato i vantaggi, si e esteso il risultato al
caso bidimensionale, ossia al caso in cui l'operatore & del tipo L= —ed +EV.

Si osservi che, seppure l'idea da cui si parte € la stessa, le tecniche utilizzate
nel caso bidimensionale non sono una semplice estensione di quelle del caso
unidimensionale.

Nel caso bidimensionale, infatti, partendo dall’idea che il problema da risolve-
re sia quello di un’opportuna identificazione dei punti di collocazione 7, diversi
dai punti x,, sono stati studiati attentamente i coefficienti relativi alla viscosita
artificiale ed & stata introdotta una quantita, che nel caso modimensionale corri-
sponderebbe alla variazione totale, che permette di controllare le eventuali oscil-
lazioni esibite dalla soluzione discreta.

Dall’analisi qualitativa dei grafici relativi a questi due indicatori si e intuito co-
me dovesse essere scelta la griglia di collocazione in modo da minimizzare la vi-
scosita evitando, al tempo stesso, I'insorgere di oscillazioni.

E stato, quindi, proposto nel capitolo 4 un algoritmo per I'individuazione dei
punti di collocazione basato sulle proprieta di superconsistenza, ed & stato verifi-
cato che i nodi cosi ottenuti coincidono, in linea di massima, con le osservazioni
sperimentali fatte nel capitolo 3.

Si e verificato, con ulteriori prove numeriche, che lo schema alle differenze a
cui conduce questa scelta dei nodi di collocazione produce di fatto approssimazio-
ni soddisfacenti. Questo & dimostrato non solo dai grafici delle soluzioni discrete
prodotte da questo nuovo schema, ma anche dal confronto che & stato fatto tra lo
spettro della matrice associato a questo schema e quello della matrice associata
allo schema alle differenze centrate. E stato, infine, riportato un teorema di stabi-
lita che giustifica dal punto di vista teorico le scelte dei nodi di collocazione che, in
base agli esiti numerici, vengono ritenute ottimali. Per quanto riguarda la conver-
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genza, tenendo conto del risultato di stabilita e del fatto che tutti gli errori di ap-
prossimazione che intervengono decadono come %2 ci si aspetta che lo schema nu-
merico proposto abbia una rapidita di convergenza del secondo ordine, anche se
non sono riportate stime dell’errore.
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