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Approccio bi-Hamiltoniano alle equazioni KP discrete.

VINCENZO SCIACCA

1. – Introduzione.

L’interesse principale di questa tesi è rivolto allo studio di un particolare si-
stema di equazioni sul reticolo, conosciute come le equazioni KP discrete. Queste
equazioni costituiscono una gerarchia di infiniti campi ed infiniti tempi e sono co-
struite sulla base della teoria KP sviluppata nel caso continuo, dalla scuola di
Kyoto, nell’ambito della teoria delle cosidette equazioni solitoniche. L’importanza
della teoria KP , consiste nel contenere in un’unica gerarchia di campi commutan-
ti, le proprietà di equazioni Hamiltoniane integrabili infinito dimensionale, ovvero
le equazioni di Gelfand-Dichey [2]. Nell’usuale formalismo di Sato, questa teoria è
presentata sia in termini della rappresentazione di Lax nell’algebra degli opera-
tori pseudo-differenziali, sia in termini dell’identità biliniare di Hirota attraverso
la t-function. Daltraparte, esiste un ulteriore approccio alla teoria KP nel caso
continuo, basato sui principi della meccanica Hamiltoniana dei sistemi integrabili,
che utilizza concetti come: parentesi di Poisson, gruppi di Lie, azioni su varietà di
Poisson. Questo approccio è basato sullo studio delle proprietà geometriche delle
varietà bi-Hamiltoniane, sviluppato da Gelfand e Zakharevich; e per tale ragione
è conosciuto come l’approccio bi-Hamiltoniano alla teoria KP [1]. La teoria KP di-
screta, d’altro canto, non è un problema di discretizazzione delle equazioni KP ,
ma è ancora un problema nell’ambito della teoria dei sistemi integrabili della
meccanica classica. Chiaramente, lo studio della KP discreta è basato sulla rap-
presentazione di Lax discreta sull’algebra degli operatori di shift [3]. Quello che
viene trattato in questa tesi è un nuovo approccio basato sulla teoria GZ della
geometria bi-Hamiltoniana di una semplice riduzione della KP discreta, che è il
sistema di Toda periodico. Le analogie con il caso continuo studiato [1] sono molto
evidenti, ma i risultati ottenuti sono al tempo stesso inaspettati. Come nel caso
continuo, infatti, l’equazione KP discreta è individuata come una legge di conser-
vazione dell’equazione di Toda, usando la teoria della mappa momento. La sor-
presa in quest’analisi è la presenza di due mappe momento e quindi due leggi di
conservazione, ottenendo sia la KP che la sua modificata.

Nella prossima sezione analizzeremo la teoria GZ e i concetti fondamentali
della geometria bi-Hamiltoniana associata all’equazioni di Toda, determinando le
mappe momento e quindi le equazioni KP .

Nell’ultima sezione, invece, mostreremo come la teoria della funzione t di Hi-
rota possa essere ottenuta a partire dallo studio delle proprietà geometriche della
varietà bi-Hamiltoniana associata al sistema di Toda, introducendo così un con-
cetto nuovo nella teoria dei sistemi integrabili discreti: l’equazioni KP discrete
duali. Esse sono espresse, ancora una volta, come leggi di conservazione e per-
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mettono di costruire la funzione t di Hirota come un potenziale Kahleriano asso-
ciato ad una opportuna metrica di Kahler. Infine, mostreremo il legame tra l’ap-
proccio alla teoria KP discreta con la teoria bi-Hamiltoniana e l’approccio classico
con gli operatori di Lax discreti.

Chiaramente, questo lavoro non vuole essere una esposizione dettagliata delle
idee sopra delineate, e per maggiori dettagli rinviamo il lettore interessato ai la-
vori [4], [5].

2. – Le gerarchie KP e mKP discrete.

Il punto di partenza è la teoria della mappa momento per il reticolo di Toda in
R 2m , che nel formalismo di Flaschka si esprimo nelle seguenti equazioni:
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Le funzioni di Casimir associate a (1), possono essere espresse come il prodotto di
N densità Hamiltoniane h(n) 4h(n , a , b ; l) nella forma H4h(1) Qh(2) QR Qh(N);
dove le funzioni h(n , a , b ; l) sono soluzione del seguente sistema di Riccati:

h(n) Qh(n11) 4 (bn11 1l) Qh(n)1an .(2)

L’equazioni di Riccati definisce la mappa momento associata al reticolo di Toda,
secondo la teoria GZ velle varietà bi-Hamiltoniane.

L’evoluzione temporale della mappa momento, lungo le orbite della gerarchia-
GZ associata al fascio di Poisson (1), è espressa secondo il seguente analogo
discreto

¯h(n)

¯ti

4h(n)(H (i) (n11)2H (i) (n) )(3)

delle legge di conservazione locale viste nella teoria KdV . Le due sostanziali dif-
ferenze, consistono nella presenza di una derivata logaritmica per la densità Ha-
miltoniana; segno di un passaggio da una trattazione algebrica ad una gruppale, e
la naturale sostituzione dell’operatore di divergenza con la differenza finita delle
correnti H (i) (n).

Un’analisi dettagliata del sistema di Riccati, mostra l’esistenza di due soluzio-
ni distinte h(n) 4l1 O(1) e k(n) 4 O(l21 ). Esistono, quindi, due diveri tipi di
correnti. Per ognuna di esse è possibile definire una opportuna formula delle cor-
renti, introducendo (sempre a partire dal sistema di Riccati) una versione discre-
ta dei monomi di Faá di Bruno:

h (i11) (n) 4h (i) (n11) h(n).(4)

Tali monomi costituiscono una base nello spazio delle serie di Laurent troncate
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dall’alto, associate al punto h(n). L’introduzione della base di Faá di Bruno per-
mette la decomposizione dello spazio delle serie di Laurent in due sottospazi com-
plementari e la formula delle correnti ottenuta è analoga al caso continuo:
H (i) (n) 4p 1 (l i ). In tal modo (e ripetendo gli stessi ragionamenti per la densità
k(n)), si è ottenuto una formulazione indipendente dal reticolo di Toda da cui si
era partiti, ottenendo le seguenti equazioni nello spazio delle serie di Laurent
troncate dall’alto:

¯h(n)

¯ti

4h(n)(D21) p 1 (l i ),(5)

¯k(n)

¯ti

4k(n)(D21) p 81 (l i ).(6)

La prima è la gerarchia KP discreta, mentre la seconda è la gerarchia modificata;
entrambe ottenute da uno studio sistematico delle equazioni di Toda.

3. – Equazioni KP discrete duali e la funzione t di Hirota.

Mostriamo adesso come la teoria della funzione t di Hirota possa essere im-
quadrata nel contesto bi-Hamiltoniano. Come si è visto nella precedente sezione,
la teoria della KP discreta può essere interpretata come la teoria di Cartan per un
riferimento mobile, costituito dai monomi di Faá di Bruno associati alle densità
Hamiltoniane nello spazio delle serie di Laurent. La prossima idea consiste nel-
l’associare una base duale, rispetto ad una opportuna forma duale

ah (i) (n), h(j) (n)b 4resl h (i) (n) h(j) (n) 4d i11
2j .(7)

In questo modo, dalla teoria KP rimane associata una teoria KP duale, che è lo
studio dell’evoluzione della base duale. Tale equazioni possono ancora essere for-
mulate come leggi di conservazione locale

¯h(1) (n)

¯ti

4h(1) (n)(H *(i) (n11)2H *(i) (n) ) ;(8)

mediante l’introduzione delle correnti duali H *(i) (n), le quali soddisfano le seguen-
ti proprietà.

Prima di tutto, esse sono delle serie di Laurent, essendo H *(i) (n) 4 il i21 1

!
lF1

H *il (n)

l l11
. Inoltre, esse verificano l’equazione
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che caratterizza la commutatività dei flussi della gerarchia KP . Infine, soddisfano
la seguente sorprendente proprietà di simmetria

H *ij (n) 4H *ji (n).(10)
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Le ultime due, garantiscono l’esistenza di una funzione t(n ; t1 , t2 , R), tale che

H *ij (n) 4
¯2

¯ti ¯tj

logt(n ; t1 , t2 , R).(11)

Questa funzione, opportunamente riscalata è la funzione t n di Hirota.
Il collegamento con la teoria KP discreta, mediante gli operatori di Lax di-

screti, è determinato dal cambiamento di base nello spazio delle serie di Laurent.
Infatti, fino adesso si è utilizzato una rappresentazione spaziale con la base dei
monomi di Faá di Bruno mobile e la base standard l j fissa; adesso si utilizza una
rappresentazione solidale, con la base dei Faá di Bruno fissa e la base standard
delle potenze di l diventa mobile. Introducendo la mappa lineare

f n (h (i) (n) ) 4D i ,(12)
tra lo spazio delle serie di Laurent e lo spazio degli operatori di shift (Dq(k) 4
q(k11)); le equazioni (5) sono equivalenti alle seguenti equazioni

¯L

¯ti

4 [L , (L i )1 ] ,(13)

dove L4f n (l) 4D1q1 (k) D21 1q2 (k) D22 1R . Le equazioni (13) sono le
equazioni KP discrete nel formalismo di Lax.
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