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Risultati di approssimazione per operatori integrali lineari e
nonlineari negli spazi BVW .

SARAH SCIAMANNINI

Il concetto di W-variazione è stato introdotto da L.C. Young nel 1937 [4], è sta-
to successivamente studiato e sviluppato da J. Musielak e W. Orlicz a partire dal
1959 [2] ed è tuttora molto utilizzato in diversi filoni dell’Analisi Matematica.

Lo spazio BVW delle funzioni a W-variazione limitata si è rivelato, in questa tesi,
un ambiente interessante per affrontare e risolvere alcuni problemi di approssi-
mazione.

Si sono infatti ottenuti risultati sulla convergenza e sull’ordine di approssima-
zione per famiglie di operatori integrali. Dapprima sono state trattate famiglie di
operatori integrali lineari a nucleo omogeneo e per queste si è fornito un processo
unificante per lo studio di alcune classiche famiglie di operatori lineari note in
teoria dell’approssimazione. Successivamente abbiamo considerato il caso piú ge-
nerale di operatori integrali non lineari, sia di tipo convolutivo (Mellin), che di ti-
po non convolutivo con nucleo omogeneo (Volterra-Hammerstein).

1. – Notazioni e definizioni.

Sia W : R1
0 KR1

0 una funzione convessa tale che: W(0) 40, W(u) D0 per uD0

e
W(u)

u
K0, per uK01 . La suddetta funzione W è detta W-funzione.

Definiamo, per f : R1
0 KR , la W-variazione di f come

VW [ f , R1
0 ] 4 sup

D
!

i41

n

W(Nf (ti )2 f (ti21 )N)

dove D4 ]t0 E t1 ERE tn ( %R1
0 è una partizione di R1

0 .
Denotiamo con

BVW (R1
0 ) 4 ] f : R1

0 KR : )kD0 : VW [kf , R1
0 ] E1Q(

lo spazio delle funzioni a W-variazione limitata e con AC loc
W (R1

0 ) il sottospazio di
BVW (R1

0 ) delle funzioni f localmente W-assolutamente continue, cioè tali che esi-
ste lD0 per cui per ogni J%R1

0 intervallo limitato e per ogni eD0, esiste un
dD0 con la proprietà che per ogni (a i , b i ) %J , i41, R n con (a i , b i )O

(a j , b j ) 4¯ , ic j e tale che !
i41

n

W(b i 2a i ) Ed ¨ !
i41

n

W(lNf (b i )2 f (a i )N) Ee .

Introduciamo ora il concetto di convergenza in W-variazione che è stato utiliz-
zato per ottenere risultati di approssimazione.
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Una successione ] fw (wD0 %BVW (R1
0 ) è convergente in W-variazione a f�

BVW (R1
0 ) se esiste un kD0 tale che VW [k( fw 2 f ) ] K0, per wK1Q .

2. – Operatori integrali lineari con ipotesi di omogeneità.

Siano h : R1KR1 e K : R13R1KR1
0 funzioni misurabili secondo Lebe-

sgue. Diremo che K è h-omogenea se vale la seguente uguaglianza:

h(t) K(sv , tv) 4h(tv) K(s , t) per ogni s , t , v�R1 .
Denotiamo con Kh la classe delle funzioni K h-omogenee e sia K4 ]Kw (wD0 % Kh

una famiglia di nuclei. Definiamo l’operatore integrale lineare:

(Tw f )(s) 4 s
R1

Kw (s , t) f (t) dt

per ogni f�L 0 (R1 ) (spazio delle funzioni misurabili secondo Lebesgue) per cui
(Tw f)(s) è ben definito per ogni s�R1 e per ogni wD0.

Per Kw � Kh e d�]0 , 1[, poniamo

Aw »4 s
R1

z 21 (h(z) )21 Kw (1 , z) dz , A d
w »4 s

Nz21NDd

z 21 (h(z) )21 Kw (1 , z) dz .

Diciamo che la famiglia K% Kh è singolare se:

(Kw . 1 ) sup
wD0

Aw 4AE1Q e lim
wK1Q

Aw 41;

(Kw . 2 ) per ogni d�]0 , 1[, risulta lim
wK1Q

A d
w 40.

Sussiste il seguente:

TEOREMA Sia K4 ]Kw (wD0 % Kh una famiglia di nuclei singolare.
Se g(t) 4 th(t) f (t) �AC loc

W (R1
0 ), esiste lD0 tale che:

lim
wKQ

VW [l(Tw f2g) ] 40.

Osserviamo che questa teoria, elaborata in [3], estende alcuni risultati sulla
convergenza in W-variazione ottenuti da C. Bardaro-G. Vinti [1] nel 1991 per ope-
ratori di tipo momento, che sono un caso particolare degli operatori sopra
definiti.

Per studiare l’ordine di approssimazione introduciamo la seguente classe:

G4 ]g : R1KR1
0 Ng(1) 40, g(s) c0 per sc1, g continua in s41(.

Fissata g�G e posto, per sD0, t s f (t) 4 f (st), t�R1
0 (operatore omotetico), consi-

deriamo le classi:

Lipg (VW ) 4 ] f�BVW (R1
0 ) : )nD0 : VW [n(t s f2 f ) ] 4 O(g(s) ), per sK1( e

X 4 ]j : R1
0 KR1

0 Nj(0) 40, j(u) D0 per uD0, j continua in u40(.
Sia j� X fissata. Diremo che la famiglia K% Kh è j-singolare se:

i) esistono A , BD0, tali che BGAw GA , per ogni wD0;
ii) V w 4 O(j(w 21 ) ) per wK1Q, dove V w 4NAw 21N , per wD0;
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iii) per ogni d�]0 , 1[, A d
w 4 O(j(w 21 ) ), per wK1Q .

TEOREMA 2. – Fissate g�G e j� X, sia K4 ]Kw (wD0 % Kh una famiglia di
nuclei j-singolare. Supponiamo che esista un dD0 tale che:

s
Nz21NEd

z 21 Kw (1 , z)(h(z) )21 g(z) dz4 O(j(w 21 ) ), per wK1Q .

Se g(t) 4 th(t) f (t) �Lipg (VW ), allora esiste un lD0 tale che:

VW [l(Tw f2g) ] 4 O(j(w 21 ) ), per wK1Q .

Come esempi di operatori integrali a cui è possibile applicare i precedenti risulta-
ti, si possono considerare gli operatori di convoluzione di tipo Mellin, che come ca-
si particolari contengono gli operatori di tipo momento, e alcune classi di operato-
ri di convoluzione di ordine frazionario [3].

3. – Estensione agli operatori nonlineari.

I problemi principali che si incontrano nel passaggio dal caso lineare al caso
nonlineare consistono essenzialmente nella necessità di introdurre una opportu-
na definizione di singolarità.

3.1. Operatori convolutivi nonlineari di tipo Mellin.

Consideriamo operatori integrali della forma:

(TAw f )(s) 4 s
0

1Q

Kw (t , f (st) ) dt , s�R1
0 , wD0,

dove la famiglia di nuclei K4 ]Kw (wD0 % K, cioè Kw : R1
0 3RKR è della forma

Kw (t , u) 4Lw (t) Hw (u), t�R1
0 , u�R , con Lw �L 1 (R1

0 ), Lw F0 e Hw : RKR sod-
disfa la seguente condizione di tipo Lipschitz: NHw (u)2Hw (v)NGc(Nu2vN),
u , v�R , dove c : R1

0 KR1
0 è una W-funzione. Se poniamo

Aw »4VLw V1 4 s
0

1Q

Lw (t) dt , A d
w »4 s

Nt21NDd

Lw (t) dt ,

per 0 EdE1, diremo che K è singolare in BVW (R1
0 ) se:

(KAw . 1 ) esiste un AD0 tale che 0 EAw GA , per ogni wD0;
(KAw . 2 ) per ogni d�]0 , 1[, risulta limwK1Q A d

w 40;

(KAw . 3 ) posto Gw (u) 4Hw (u)2u , per ogni u�R , wD0, esiste un lD0
tale che:

VW [lGw ; J] K0, per wK1Q ,

per ogni J%R intervallo limitato.

Diremo che la terna di funzioni ]W , g , c( è «properly directed» se per ogni
lD0, esiste ClD0 tale che W(Cl c(u) ) Gg(lu), per ogni uF0.
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Sussiste il seguente risultato di approssimazione:

TEOREMA 3. – Sia f�AC loc
W (R1

0 )OBVg (R1
0 ) e ]W , g , c( sia «properly direc-

ted». Sia K4 ]Kw (wD0 % K singolare in BVW (R1
0 ). Allora esiste mD0 tale

che:

lim
wK1Q

VW [m(TAw f2 f ) ] 40.

3.2. Operatori nonlineari di Volterra-Hammerstein.

Consideriamo la seguente famiglia piú generale di operatori:

(VHw f )(s) 4s
0

s

Kw (s , t , f (t) ) dt , s�R1 , wD0,

con nuclei K4 ]Kw (wD0 % K8 , cioè Kw : R13R1
0 3RKR è della forma

Kw (s , t , u) 4Lw (s , t) Hw (u), (s , t) �R13R1 , u�R , e Lw F0 è h-omogenea, con
Lw �L 1 (R13R1 ) e Hw : RKR soddisfa Hw (0) 40 e la condizione di Lipschitz
del caso Mellin. Posto h(t) 4 th(t), e assumendo ipotesi di singolarità analoghe al
caso Mellin, vale il seguente risultato di approssimazione:

TEOREMA 4. – Sia f�BV loc
W1g (R1

0 ), h�BV loc
W (R1

0 ) con hf�AC loc
W (R1

0 ) e
]W , g , c( sia «properly directed». Sia K4 ]Kw (wD0 % K8 singolare in
BVW (R1

0 ).
Allora esiste mD0 tale che:

lim
wK1Q

V b
W [m(VHw f2hf ) ] 40.

dove V b
W [ f ] 4VW [ f , [0 , b] ], e [0 , b] è un arbitrario intervallo di R1

0 .
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