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Metodi topologici per disuguaglianze variazionali
e inclusioni differenziali

IRENE BENEDETTI

Nella tesi abbiamo affrontato due diversi problemi, la ricerca di soluzioni per un
certo tipo di dusuguaglianze variazionali e per un sistema governato da un’inclusione
differenziale. Considerando le soluzioni come punti fissi di multi operatori, abbiamo
risolto entrambi i problemi applicando lo stesso tipo di tecnica, cioe la teoria del
grado topologico relativo per mappe multivoche.

In particolare abbiamo considerato una versione multivoca di una disuguaglianza
variazionale di tipo Stampacchia studiando il seguente problema.

(P) trovare x € X, y € T(x), tali che:
(1) w—wxy) > (v—uh) Y € K.

dove X & uno spazio di Banach riflessivo e separabile, X* il suo duale, (-, -) il prodotto
di dualita tra X e X*, K C X & un sottoinsieme non vuoto, chiuso e convesso, & € X*
un elemento dato e 7' : X—P(X*) & una multimappa.

Abbiamo costruito un invariante topologico per la multimappa T che ci permette
di avere un risultato di esistenza, invarianza per omotopia della soluzione e ci per-
mette di dare alcune condizioni geometriche sulla multimappa 7T e sull'isieme K che
garantiscono l'esistenza di almeno una soluzione.

Abbiamo basato la definizione di questo invariante topologico Ind(T', U, K, k), che
abbiamo chiamato indice di solubilita, sulla definizione del grado topologico relativo
per multimappe in dimensione finita, definendo quest’ultimo utilizzando la defini-
zione del grado per ¢-approssimazioni.

Ricordiamo il concetto di una e-approssimazione per una multimappa.

DEFINIZIONE 1. — Data una multimappa F : X — P(Y) una funzione continua
f: X — Y ¢euna e-approssimazione di F se per ogni x € X, esiste x’ € O,(x) tale che
fx) € O(F ().

Piu precisamente dati V' uno spazio di dimensione finita, U C V un sottoinsieme
aperto e limitato, K C V un sottoinsieme chiuso e convesso, Ux = U N K abbiamo
definito il grado topologico relativo per la seguente classe di multimappe.

DEFINIZIONE 2. - Indichiamo con CA(Ug,V) Uinsieme delle multimappe
F:Ug — P(V) della forma F=foG, dove f:Y —V ¢ una mappa continua,
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f(Y) C K, per un qualche spazio metrico Y e G € A(Ug,Y), dove AUg,Y) ¢ la
classe delle multimappe G : Ugx — P(Y) semicontinue superiormente a valori
compatti e tali che soddisfano le sequenti condizioni:

e per ogni ¢ > 0 G ammette una e-approssimazione g, : X — Y;

e perognio > 0, esiste gy > 0, tale che perognie (0 < & < &) e per qualsiast due &-
approssimaziont g., g, - X — Y di G, esiste una mappa continua b : X x[0,1] - Y
tale che:

D h(,0) =g., h(-,1) =g;;
2) h(-, 1) e una J-approssimazione di G, per ogni A € [0, 1].

La definizione del grado topologico relativo per questa classe di multimappe € una
costruzione originale basata su un lavoro di Gérniewicz Granas e Kryszewski, che
hanno introdotto la classe A(Uk), definendone il grado topologico in [1]. Nel caso
infinito dimensionale definiamo I'indice per la classe di multimappe ST (X, X*), i.e.
multimappe che soddisfano le seguenti condizioni.

DEFINIZIONE 3. — Diciamo che T € ST(X,X*) se

o T ¢ limitata (i.e. per ogni insieme limitato D C X Uinsieme T(D) = |J T(x) e
limitato in X*); veD

o {x,} CX, {yn} CX*, yp € T(xy), le condizioni x, — x rispetto a o(X,X*),
Yn — Y rispetto a o(X*, X), im sup(x,, y,) < (x,y), implicano che: /lim len, —2|| =0
ey € T(x) o0 e

e T'=(toS), dovet:Y — X*euna mappa continua, Y ¢ uno spazio metrico e la
restrizione S LUZ appartiene alla classe A(Ug,Y), dove V C X e un sottospazio finito

dimensionale e Uy, = Ug N'V.

Osserviamo che la seconda proprieta della classe S* ¢ la versione multivoca della
proprieta (S) ;. per le mappe a un sol valore, introdotta da Browder in connessione con
la convergenza del metodo di Galerkin. Infatti, generalizzando al caso multivoco un
lavoro di Khidirov [4], abbiamo costruito I'indice nel caso infinito dimensionale
usando il metodo della approssimazione di Galerkin, ottenendo, in questo modo,
analogamente al caso finito dimensionale, che questo invariante topologico soddisfa
le principali proprieta del grado, come l'invarianza per omotopia e 'additivita ri-
spetto al dominio ed inoltre la validita del seguente teorema di esistenza.

TEOREMA 1. — Sia T € S*(Ug, X*), supponiamo che la disuguaglianza varia-
zionale (P) non abbia soluzioni su OUg e che Ind(T, U, K, h) # 0. Allora esiste una
soluzione (x,y) di (P) con x € Ug ey € T(x).

Applicando questo teorema otteniamo la seguente versione multivoca del teore-
ma di Hartman-Stampacchia ([2]).

TEOREMA 2. — Sta K C X un insteme chiuso, convesso e limitatoe T € ST (K, X*).
Allora esiste una soluzione (x,y) € K x X* del problema (P).
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Infine abbiamo esteso la costruzione precedente alla classe pit ampia delle
multimappe pseudomonotone:

DEFINIZIONE 4. — Una multimappa T : X — P(X*) ¢ detta pseudomonotona se
per ogni successione {x, } C X, &, — o rispetto a (X, X*) e {yn} C X*, yn € T(xy),
per cui limsup(x, —xo,yn) <0, esiste yo € T(xy) tale che (xy—x,yo) <

nN—00
liminf(x, — x,¥y,), per ogni x € X.
NnN—00

Questa definizione e una estensione al caso multivoco della definizione di pseudo
monotonicita di Browder. Allo scopo di costruire I'indice consideriamo multimappe
pseudomonotone, limitate, a valori compatti ed usiamo la ben nota regolarizzazione
ellittica.

Per quanto riguarda il secondo problema affrontato nella tesi, applicando la teoria
del grado topologico relativo per multimappe condensanti, sviluppata nel libro di
Kamenskii Oboukhovskii e Zecca ([3]), abbiamo ottenuto un risultato di esistenza e 1a
compattezza dell'insieme delle soluzioni per un’inclusione differenziale.

Piu precisamente sia £ uno spazio reale di Banach. Per ogni a < b abbiamo de-
notato con C([a, b], E) lo spazio di tutte le funzioni continue a tratti c : [a,b] — E con
un numero finito di punti di discontinuita {t.} C [a, ) ed abbiamo supposto che i
valori ¢(t]) = ]Tlir(r)l+ et +h), ct,) = hli_%{ c(t. — h) siano finiti (abbiamo considerato
c(t!) nel caso t; =aq).

Osserviamo che C([a,b],E) € uno spazio normato con la norma |lc||, =

sup [lc(t)]|5-

as<t<b

Per v > 0, sia « € C([ — 7,0], ') una funzione data. Abbiamo considerato un pro-
blema di Cauchy per una inclusione differenziale semilineare con ritardo con impulsi
a tempi fissati.

@) yt) =xt), t e[ —1,0]
) Yt € Ay(®) + F(t,y) , t € [0,d]
@) A?/Lt:tkzlk(?/t;), k=0,....,m

dove A & un generatore infinitesimale di un semigruppo e, F :[0,d] x
C([—1,0l,E) —» P(E) & una multimappa, y € C([ —,d],E). Per t€[0,d], y: €
C([ —7,0],E) & definita da y:(6) =yt +0),0 [ —17,0, 0<% <...<t, <d sono
puntidati, 4y |,_, = y(t;) — y@&,),yt,) =yt el : C[(—1,0L,E) - E,k=0,...,m
sono funzioni date.

Per questo tipo di problema abbiamo ottenuto un risultato di esistenza per so-
luzioni deboli.

DEFINIZIONE 5. — Una funzione y € C([ — 7,d], K) e detta una soluzione debole
del problema (2), (3), (4) se esiste una funzionef € L'([0,d],E) tale chef(t) € F(t,y;)
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per q.o. t €[0,d]e
y@t) =), t €[ — 7,0
t

®) y(t) = eMn(0) + JeA(t’S)f(s) ds+ 3 AW, te0,d]
0

O<tr<t

TEOREMA 3. — Assumiamo che le seguenti ipotest stano verificate.

(A) A:D(A) C E — E ¢ un generatore infinitesimale di un semigruppo Cy; la
mappa multivoca F : [0,d] x C([ — 7,0], E) — P(E) ¢ tale che:

(F1) la multifunzione F(-,c) : [0,d] — P(E) ha una selezione fortemente misu-
rabile per ogni ¢ € C([ — 7,0], K), t.e. esiste una funzione fortemente misurabile
f:10,d] — E tale che f(t) € F(t,c) per q.o. t € [0,d];

(F2) la multimappa F(t,-) : C([ —1,0],E) — P(E) ¢ semicontinua superior-
mente per q.o. t € [0,d];

(F'3) esiste una funzione o € L1+([07 dl) tale che:

(6) |F(&, 0] <a@®d+ |c|l.) per q.o.t € [0,d];
(F4) esiste una funzione u € L1+([0, d]) tale che:
(7) 7(F(t,D)) < u()p(D) per q.o.t € [0,d],

per ogni D C C([ — t,0], E) limitato, dove y ¢ la misura di mon compattezza di
Hausdorffin E e p(D) = sup y(D(t)).

—1<t<0

Allora 1l problema (2), (3), (4) ha una soluzione debole su [ — 7, d], inoltre se
I, k=0,... msono funzioni continue, l'insieme delle soluzioni ¢ un sottoinsieme
compatto dello spazio C([ — t,d], K).
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