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Problemi di approssimazione per operatori positivi
in spazi adattati

MiRELLA CAPPELLETTI MONTANO

1. — Introduzione.

Con riferimento ad uno spazio localmente compatto e separato X, ad un sotto-
spazio F di funzioni reali e continue su X munito di una topologia localmente convessa
7 e ad un prefissato operatore lineare positivo 7 : E — E, nella presente tesi di
dottorato si affrontano diverse questioni legate al problema di determinare condi-
zioni sufficienti affinché, data una arbitraria rete (Li)f€ ; di operatori lineari positivi
da E in E, si verifichi
(1) {igls Li(f)=T() (fek).

Gli strumenti attraverso i quali si procede allo studio del problema (1) sono es-
senzialmente quelli tipici della cosiddetta teoria dell’approssimazione di tipo
Korovkin. Scopo fondamentale di tale teoria, i cui sviluppi piti importanti sono do-
cumentati nella monografia di F. Altomare e M. Campiti (cfr. [1]) e nelle relative
appendici, consiste nel determinare e caratterizzare quei sottoinsiemi H di ¥, detti
sottoinsiemi di Korovkin per T, tali che ogni rete (Li),f6 ; di operatori lineari positivi
da E in E, che converge a T su H, automaticamente converge a T su E.

Nella tesi si studiano siffatte questioni nel contesto di particolari sottospazi di
C(X,R) (ove con C(X, R) si denota lo spazio delle funzioni reali e continue su X), detti
spazi adattati (cfr. [4, Vol. 11, Ch. 34]).

Nella prima parte della tesi, dopo aver ricordato le principali proprieta degli spazi
adattati, si presenta una opportuna classe di proiettori positivi definiti su spazi
adattati. Tale studio & suggerito da un problema precedentemente affrontato in [1,
Section 3.3]. In [1], infatti, dato uno spazio X compatto e separato, si sono studiati
particolari proiettori positivi definiti sullo spazio C(X,R), a partire dai quali si e
elaborata una articolata teoria che coinvolge processi di approssimazione positivi,
semigruppi di Feller e processi di Markov.

Nella presente tesi si pongono le basi per una possibile estensione di parte di
siffatta teoria al caso in cui X sia uno spazio localmente compatto e separato. Infatti,
si introducono particolari proiettori positivi definiti su spazi adattati, detti proiettori
affini e per essi si determinano dei sottoinsiemi di Korovkin. I risultati appena citati
sono raccolti in [2].
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Infine, per avere a disposizione un «numero» maggiore di sottoinsiemi di

. . . . . . . . < .

Korovkin, si analizza anche il caso in cui la relazione (1) valga per reti (L;);;; equi-

continue di operatori lineari positivi; in particolare, si determinano metodi co-

struttivi per la individuazione di sottoinsiemi di Korovkin (anche finiti) per diverse
classi di operatori lineari positivi (cfr. [3]).

2. — Proiettori affini su sottoalgebre adattate di funzioni continue.

Sia X uno spazio localmente compatto e separato; si denoti con M+ (X) (risp.,
M/ (X)) il cono delle misure di Borel regolari (risp., regolari e finite) su X. Per ogni
u € M+(X) si denoti, inoltre, con £1(X, 1) lo spazio delle funzioni reali u-integrabili
su X.

Si consideri ora un sottospazio adattato £ di C(X, R) e si ponga

Ey:={feC(X,R) |esiste h € E, h >0, tale che |f |<h}.

E facile dimostrare che E}, & uno spazio di Riesz ed € esso stesso uno spazio
adattato. D’ora in poi, si supponga £}, munito di una topologia 7 indifferentemente
scelta tra la topologia 7, della convergenza puntuale su X, la topologia 7, della con-
vergenza uniforme sui compatti di X o la topologia 7, per 'ordine su £).

Infine, per ogni f € E} si denoti con E lo spazio costituito da quelle funzioni
f € Ky, dette funzioni E-affini, tali che 1’rgbf h=f= s]ug) k.

h=f Iéf
DEFINIZIONE 2.1. — Dicest proiettore E-affine su Ej ogni proiettore positivo

A~

T:E, — Ey,tale che T(E,) = E.

D’ora in poi, si assuma che X sia uno spazio localmente compatto, separato e o-
compatto; si supponga, inoltre, che £, sia una sottoalgebra di C(X, R) che contengale
funzioni costanti. In tal caso, si dice che £ € una quasi sottoalgebra adattata.

Nella prima parte della tesi si presentano varie caratterizzazioni della frontiera di
Choquet del rango di proiettori K-affini; si dimostrano, inoltre, condizioni necessarie
e sufficienti affinché su una quasi sottoalgebra adattata esista un (unico) proiettore
E-affine. Si ha, infatti, il seguente risultato.

TEOREMA 2.2. — Siano X uno spazio localmente compatto, separato e a-compatto
ed E una quasi sottoalgebra adattata di C(X,R) che separa linearmente i punti di
X. Si denoti, inoltre, con 0gX la frontiera di Choquet di E. Allora le seguenti pro-
POSIZIONT SON0 equivalenti:

(a) KEsiste uno ed un solo proiettore E-affine T : Ky — Ky,
(b) OgX e unm chiuso e per ogni x € X esiste una ed una sola misura
Uy € M; (X) concentrata su OgX tale che E C £LY(X 1) eperogni h € B

h(x) = Jh dit;
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(¢) Il problema astratto di Dim’chlgt aisociato a QEX e risolubile in Ky, ovvero
per ogni f € Ky esiste una ed una sola f € E tale che f = f su 0gX.

Infine, si determinano sottoinsiemi di Korovkin per proiettori affini.

TEOREMA 2.3. — Stano X uno spazio localmente compatto, separato e g-com-
patto ed E una quasi sottoalgebra adattata di C(X,R) che separa linearmente 1
punti di X. St considerino un proiettore E-affine T : Ey — Ey ed un sottoinsieme
U dv Ey tale che

() u < T(u) per ogni u € U,
(i) OpX ={x e X | T(u)(x) = ulx) per ogni u € U}.

Allora E UU ¢ un sottoinsieme di Korovkin per T in Ey.

3. — Sottospazi di Korovkin rispetto a reti equicontinue.

Nella seconda parte della tesi, dati uno spazio X localmente compatto e separato,
un sottospazio adattato £ di C(X,R) e fissata su £} una topologia 7 € {75, 7.}, si
consideri un sottospazio H di £ ed un operatore lineare continuo e positivo 7' da
(K}, 7)in (K, 7); al fine di determinare un pil cospicuo numero di esempi di sottospazi
di Korovkin, si fornisce la seguente definizione.

DEFINIZIONE 38.1. — Si dice che H é un sottospazio di Korovkin in Ey per T ¢ ©
rispetto a reti equicontinue di operatori lineari positivi se per ogni f € Ej risulta
l_irgg Li(f) = T(f) in (Ey, ) per ogni rete t-equicontinua (Li)fe ; di operatort lineari
1€

positivi da Ky, in K, tale che ljr?g Li(h) = T(h) in (Ey, 1) per ogni h € H.
1€

Questa nuova nozione di sottospazio di Korovkin, del resto gia studiata in altri
spazi funzionali (cfr., p. es, [1]), sembra essere piu flessibile, nel senso che possono
esistere molti sottospazi di Korovkin (anche di dimensione finita) rispetto a reti
equicontinue, mentre si puo dimostrare che ogni sottospazio di Korovkin in £} nel
senso precedentemente inteso non puo avere dimensione finita.

Nel contesto in esame, si riescono a caratterizzare i sottospazi di Korovkin in
E;, per T e 7 rispetto a reti equicontinue di operatori lineari positivi, sia in ter-
mini di opportune misure di Borel regolari, sia nel senso precisato nel seguente
teorema.

TEOREMA 3.2. — Siano X uno spazio localmente compatto e separato, E un sot-
tospazio adattato di C(X,R), t € {ts,7.}, H un sottospazio di E, e T un operatore
lineare continuo e positivo da (Ey,t) in (Ey, 7). St denoti, inoltre, con U, un op-
portuno sistema fondamentale di intorni della topologia t. Allora, le sequenti
Proposizioni sono equivalenti:
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(a) H eun sottospazio di Korovkin in Ey, per T e T rispetto a reti equicontinue;
(b) Per ogni f €Ky, e per ogni V €U, esistono n,m €N, ky,.. ky
Ky, ...k, € Htali che

K,
G (f—k)" €eVperogmii=1,..ne (k] —t eVperogmij=1,..m;
(i) inf T(k;) — sup T(k_;-) eV,

1<i<n 1<j<m

© sup ( inf T(k)) = T(f) = inf (iuly T(k)) per ogni f € Ey.

Ued: f-kyteU (k- eU

Si determinano, infine, metodi per costruire sottospazi di Korovkin rispetto a reti
equicontinue di operatori lineari positivi per particolari operatori lineari positivi,
detti operatori finitamente definiti, per proiettori positivi e per 'operatore identita
su K. Ad esempio, si ha il seguente risultato.

TEOREMA 3.3. — Siano X uno spazio localmente compatto e separato ed E un
sottospazio adattato di C(X,R). Se esistono fy € Ky, fo > 0 e S C Ey che separa i
punti di X, tali che foS,foS? C Ey, ove S? := {h? | h € S}, allora il sottospazio ge-
nerato da {fo} U foS UfoS? & un sottospazio di Korovkin in Ey rispetto a reti equi-
continue di operatori lineari positivi per L'operatore identita su Ky sia per t. che per
7s. In particolare, se S .= {hy, ..., hy,}, allora il sottospazio generato da

[ o fozlfﬂ}

e un sottospazio di Korovkin in Ky, rispetto a reti equicontinue di operatort lineart
positivi per Uoperatore identita su E, sia per t. che per t,.
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