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Flock generalized quadrangles e fibrazioni

ILARIA CARDINALI

Gli argomenti trattati si inquadrano nell'ambito delle geometrie finite, cioe di
quelle geometrie che si possono costruire a partire da campi di ordine finito. In
particolare, 'interesse e rivolto principalmente alla teoria dei flock su semicorpo, che
risulta a sua volta strettamente connessa a numerose altre teorie, tra cui la teoria dei
quadrangoli generalizzati di traslazione, degli ovoidi di traslazione di Q(4,q), dei
good eggs, delle fibrazioni di PG(3, ¢). Oltre ai flock su semicorpo, 'interesse & rivolto
verso lo studio sia delle fibrazioni di traslazione dell’esagono generalizzato classico
sia di particolari fibrazioni della quadrica ellittica dello spazio proiettivo 5-di-
mensionale PG(5,q). La prima sezione che segue e dedicata ai flock su semicorpo
mentre la seconda alle fibrazioni.

Per motivi di spazio, rimando alla stesura completa della tesi di dottorato per la
maggior parte dei riferimenti bibliografici e per quelle definizioni e costruzioni che
non verranno richiamate.

1. — Flock su semicorpo.

Sia PG(3, q) lo spazio proiettivo di dimensione 3 costruito sul ecampo finito GF(q).

DEFINIZIONE 1. — Un flock del cono quadratico di PG(3,q) ¢ una partizione
dellinsieme dei punti del cono tranne il vertice, in q coniche a due a due disgiunte.

A partire da un flock del cono quadratico, & possibile ottenere una fibrazione di
PG (3, q) e quindi, dalla costruzione di André, Bruck-Bose, un piano di traslazione. Se
la fibrazione di PG(3, q) corrispondente a un flock da origine a un piano di traslazione
coordinatizzato da un semicorpo allora il flock si dice flock su semicorpo.

La classificazione dei flock su semicorpo e tuttora un problema aperto. Al mo-
mento, la situazione é la seguente, che si differenzia sostanzialmente a seconda della
caratteristica del campo in cui lavoriamo: se la caratteristica del campo & pari, allora
tutti i flock sono lineari. Nel caso in cui la caratteristica del campo € dispari, vi sono
tre famiglie infinite: i flock lineari; i flock di Kantor-Knuth; i flock di Ganley, questi
ultimi esistono solo per campi di caratteristica 3. In aggiunta a queste famiglie in-
finite esiste per ¢ = 3% un esempio sporadico che é stato trovato sfruttando il legame
tra flock su semicorpo e ovoidi di traslazione di Q(4, q) e del quale era nota solo una



478 ILARIA CARDINALI

descrizione algebrica. (Si veda la tesi per i riferimenti bibliografici di ognuna di
queste famiglie).

DEFINIZIONE 2. — Un ovoide di Q(4,q) é un insieme di ¢ + 1 punti di Q4,q)
avente esattamente un punto in comune con ogni retta di Q4, q).

Un ovoide di Q(4, q) si dice di traslazione rispetto a un punto x se esiste un gruppo
di collineazioni di Q(4, q) che fissa tutte le rette per x ed e strettamente transitivo sui
punti dell’ovoide diversi da x. Per ¢ pari ogni ovoide di traslazione di (4, q) € una
quadrica ellittica [3]. Per q dispari, ovoidi di traslazione di Q(4, q) e flock su semicorpo
sono oggetti equivalenti. Sfruttando il legame tra ovoidi di Q(4, q) e flock su semi-
corpo, ognuna delle famiglie di flock sopra descritte da luogo ad un ovoide di tra-
slazione di Q(4, q). Schematicamente, la situazione e la seguente:

O(F) : quadrica ellittica < F: flock lineare;

O(F) : Kantor-Knuth ovoide < F: Kantor-Knuth
semifield flock;

O(F) : Payne-Thas ovoide < F: Ganley semifield flock;

O(F) : Penttila-Williams ovoide <« F : semifield flock
sporadico di ordine 3°.

Altra connessione da ricordare, utile per enunciare il contributo originale ap-
portato in questo settore & data dal legame tra flock e BLT-set.

DEFINIZIONE 3. — Un BLT-set di Q(4, q), q dispari, é un insieme di q + 1 punti di
R4, q) con la proprieta che nessun punto della quadrica e collineare (in Q(4, q)) con
pi di due punti di Q(4,q).

A ogni punto di un BLT-set in Q(4, ¢) corrisponde un flock del cono quadratico in
PG(3,q). Viceversa, ad un flock di un cono quadratico in PG(3, q) corrisponde un
BLT-set. Alla luce di questo legame, & stato possibile ottenere in [2] una descrizione
geometrica del flock sporadico. Piti precisamente, il BLT-set associato al flock su
semicorpo sporadico si puo ottenere come intersezione completa degli ovoidi di
Payne-Thas e Kantor-Knuth della quadrica Q(4, 3%). Come corollario, avvalendosi del
legame tra flock e ovoidi di traslazione, & stato possibile ottenere una descrizione
completamente geometrica dell’ovoide di Pentilla-Williams.

2. — Fibrazioni.

Sia H(g) uno Split-Cayley esagono. Seguendo la costruzione di Tits, H(q) & de-
finito come 'insieme di punti e rette assolute di una quadrica non-singolare Q(6, q)
dello spazio PG(6, ¢). Due punti di H(g) si dicono opposti se sono a distanza 6 nel grafo
diincidenza di H(q) o, equivalentemente, se non sono collineari come punti di Q(6, q).
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Due rette di H(q) si dicono opposte se e solo se ogni piano singolare di Q(6,q) per
ciascuna di esse, e disgiunto dall’altra.

DEFINIZIONE 4. — Un ovoide [fibrazione] di H(q) é un insieme di ¢® + 1 punti
[rette] di H(q) a due a due opposti.

Un ovoide di H(q) definisce un ovoide di Q(6,q) mentre una fibrazione di H(q)
definisce un 1-sistema di Q(6, q), cioé un insieme S di ¢® + 1 rette di Q(6, q) tale che
ogni piano di Q(6, g) contenente un elemento di S ha intersezione vuota con ogni altro
elemento di S.

Sia S una fibrazione di H(q) e L una retta fissata di S. Per ogni retta M di S, il
sottospazio (L, M) generato da L e M, ha dimensione proiettiva 3 e interseca Q(6, )
in una quadrica iperbolica non-singolare @*(3,q). Sia Ry, il regolo di (L,M)N
Q(6, q) contenente le rette L e M.

DEFINIZIONE 5. — La fibrazione S si dice localmente hermitiana rispetto a L se
Ry CSVM € S\ {L}. La fibrazione S si dice hermitiana se é localmente her-
mitiana rispetto a tutte le rette di S.

Sia x un punto fissato di Q(6, ¢) e sia I, lo spazio polare i cui punti sono le rette di
Q(6,q) passanti per x e le cui rette sono i piani di Q(6,q) passanti per x. Per co-
struzione, I', ~ Q(4,q).

Se S € un 1-sistema localmente hermitiano rispetto a L e « € un punto di L allora
I'insieme O, delle rette i cui elementi sono L e le trasversali per x dei regoli di S
contenenti L, ¢ un ovoide di I',, ~ Q(4, ¢)[4]. L’ovoide O, e chiamato proiezione lungo
1 regoli di S. Se O, e una quadrica ellittica per ogni punto x di L, I'1-sistema si dice
semiclassico.

Sia L unaretta della fibrazione e E* il gruppo di automorfismi di H(q) generato da
quelle collineazioni che fissano L puntualmente e stabilizzano tutte le rette per un
punto di L.

DEFINIZIONE 6. — Un fibrazione S di H(q) st dice di traslazione rispetto alla
coppia (x,L) se esiste un sottogruppo E,.;, di E che stabilizza S ed agisce transi-
tivamente sulle rette di S a distanza 4 da M, per ogni retta M passante per x e
distinta da L. Un fibrazione S di H(q) si dice di traslazione rispetto alla retta L se e
di traslazione rispetto alla coppia (x,L) Va € L.

Tutte le fibrazioni di traslazione di H(2") sono semiclassiche.

Sfruttando la rappresentazione di H(q) come geometria dei laterali, abbiamo
ottenuto una caratterizzazione delle fibrazioni di traslazione di H(q) in termini di
punti di PG(3,q) che appartengono a corde immaginarie di una cubica sghemba.
Questo ambiente di lavoro ha consentito la costruzione di un nuovo esempio di fi-
brazione semiclassica nel caso di ¢ pari e ¢ = 1 (mod 3) [3].
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Continuando lo studio delle fibrazioni di spazi polari, 'attenzione si sposta alle
fibrazioni hermitiane della quadrica ellittica @ (5, ¢). Basandoci su una costruzione
canonica che permette di ottenere fibrazioni di PG(3,q) partendo da fibrazioni lo-
calmente hermitiane di Q@ (5,q) e viceversa, e stato possibile costruire esempi di
fibrazioni localmente hermitiane, non hermitiane, di @~ (5,¢q) ([3]). Questi esempi
consentono di «colmare» il gap presente nella classificazione degli 1-sistemi semi-
classici localmente hermitiani di Q(6, q) in [4]. Inoltre, se S ¢ un 1- sistema localmente
hermitiano di Q(6, ¢) che e anche una fibrazione hermitiana di @ (5, ¢), allora la fi-
brazione associata di PG(3, q) e regolare, ma sorprendentemente 11 viceversa non e
vero. In realta, dimostriamo che se ¢ > 2, esistono fibrazioni regolari di PG(3,q) le
cui corrispondenti fibrazioni di @~ (5, ¢) localmente hermitiane, non sono hermitiane.

Il contributo originale apportato in questo settore consiste nel fornire una ca-
ratterizzazione geometrica di quelle fibrazioni regolari di PG(3,q) che inducono fi-
brazioni hermitiane di @~ (5, ¢) ([1]). Pit1 precisamente, le uniche fibrazioni regolari di
PG(3, q) corrispondenti a fibrazioni hermitiane di @~ (5,q), sono quelle le cui tra-
sversali appartengono ai due piani per una retta fissata L, dell’estensione Q™* (5, ¢) di
R~ (5,q). Per ottenere questo risultato si fa uso della dualita tra il quadrangolo ge-
neralizzato (5, ¢) e il quadrangolo generalizzato H (3, q %) e si ottiene anche una
interessante parametrizzazione di quegli ovoidi di H (3, ¢%) aventi un punto speciale.

Nell’ultima parte della tesi vi € una descrizione delle strutture chiamate herd
di ovali esitenti solo per campi di caratteristica pari e della loro connessione con i
q-clan.
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