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Disuguaglianze di tipo Brunn-Minkowski per funzionali
variazionali collegati all’operatore p-laplaciano

Paora CuoGHI

1. — La Disuguaglianza di Brunn-Minkowski.

Il lavoro svolto ha come punto di riferimento la disuguaglianza di Brunn-
Minkowski, risultato fondamentale nella Teoria dei Corpi Convessi. Lo scopo della
tesi e stato quello di provare disuguaglianze analoghe a quella di Brunn-Minkowski
per alcuni funzionali del Caleolo delle Variazioni.

Siano Ky, Kj corpi convessi di R", cioé insiemi convessi, compatti e con interno
non vuoto. Per ogni ¢ € [0, 1], definiamo il corpo convesso

Ki=0-t)Ky+tK; = {1 —txg + 1ty : ;€ K;,1=0,1}.

Indicata con V,,( - ) la misura n-dimensionale di Lebesgue, vale il seguente

TEOREMA 1.1 (Disuguaglianza di Brunn-Minkowski.) — Dati Ky e Ky corpi con-
vesst in R", allora, per ognit € [0,1],

1) V(A — 1)Ko + tKy)] "> (1 — 0)[V,, (Ko) "+ [V, (K™

Luguaglianza vale se e solo se Ky e Ky sono tra loro omotetici, cioé sono uguali a
meno di dilatazioni e traslazioni.

Lastessa disuguaglianza si estende alla classe degli insiemi misurabili (anche se in
questo caso non € garantita la misurabilita della loro combinazione lineare alla
Minkowski). In pratica, 1a disuguaglianza di Brunn-Minkowski afferma che il volume,
elevato al reciproco del suo grado di omogeneita, risulta concavo nella classe degli
insiemi misurabili.

I1 campo di applicazione di tale disuguaglianza non rimane confinato alla Teoria
dei Corpi Convessi; infatti negli ultimi trent’anni sono stati provati collegamenti con
alcune disuguaglienze fondamentali del Calcolo delle Variazioni, quali la disugua-
glianza di Sobolev e quella isoperimetrica. Di particolare interesse sono inoltre i
legami, emersi recentemente, con il trasporto di massa. Una rassegna esauriente
dedicata alla disuguaglianza di Brunn-Minkowski & la monografia [3].

Diciamo che un opportuno funzionale di insieme F, positivamente omogeneo di un
certo grado a # 0 rispetto alle dilatazioni, soddisfa ad una disuguaglianza di tipo
Brunn-Minkowski se vale la (1), dove al posto di V,, si sostituisce /' e al posto di 1 /7 si
scrive 1/a.
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Oltre che per il volume, questa disuguaglianza vale per la misura (n — 1)-di-
mensionale del bordo e per tutti gli altri volumi intrinseci o quermassintegrals,
funzionali tipici della teoria dei corpi convessi, definiti in termini delle funzioni
simmetriche elementari delle curvature principali. Un’altra classe di funzionali per
cui vale una disuguaglianza di questo tipo si incontra nel Calcolo delle Variazioni: tra
questi ricordiamo il primo autovalore del laplaciano, la capacita elettrostatica (e piu
in generale la p-capacita), la capacita logaritmica bidimensionale, la rigidita di tor-
sione e 'autovalore dell’operatore di Monge-Ampeére.

Il lavoro svolto e stato quello di provare una disuguaglianza analoga per altri
funzionali, piti generali di quelli ora menzionati.

2. — Risultati Principali.

Dato un sottoinsieme aperto Q di R", p > 1 e u : Q — R sufficientemente rego-

lare, il p-laplaciano di u e definito da
Apu = div (|VulP2Va).
Si tratta di un operatore ellittico degenere (nei punti in cui Vu = 0).

I funzionali che consideriamo sono definiti tramite opportuni problemi al con-
torno per l'operatore 4,, con condizioni di Dirichlet. I1 fatto che I'operatore sia in
forma di divergenza fa si che le soluzioni di questi problemi siano anche dei punti di
minimo per funzionali integrali in cui compare il termine [ [Vul’.

Q

2.1. — La Costante di Poincaré.

Sia K un corpo convesso, con bordo di classe C2. Detto Q I'interno di K, la costante
di Poincaré di K &

[1Vo|Pda
(2) )L(K) = inf W NS WéaP(Q)) J‘v|pdx >0 s
Q Q

dove W& ? indica la classe delle funzioni reali definite in £, con derivate prime deboli in
LP(Q) e nulle al bordo. L’estremo inferiore della precedente uguaglianza € in realta un
minimo e le funzioni minimizzanti sono le soluzioni del seguente problema agli autovalori

Ay = —Au’Pu inQ
u=20 suo0Q.

La costante di Poincaré & positivamente omogenea di grado —p rispetto alle di-
latazioni del corpo stesso.

TEOREMA 2.1. - Siano Ky e K corpi convessiinR" con bordo di classe C% esiap > 1.
Perognit € [0,1], posto K; = (1 — t)Ky + tK;, vale la sequente disuguaglianza:

3) KD 7> (1 — DMK P +t[AK )],
Per quanto riguarda il caso dell'uguaglianza invece:
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PROPOSIZIONE 2.1. — Siano Ky e Ky corpi convessi in R" con bordo di classe C?
tali che valga luguaglianza in (2.1) e una delle due condiziont sequenti:
1) n=2;
2) Ky e K sono corpi convessi di classe C** (cioé in ogni punto del bordo le
curvature principali sono strettamente positive).
Allora Ky e K1 sono omotetict.

Il Teorema 2.1, nel caso particolare del primo autovalore del laplaciano (p = 2), e
dovuto a Brascamp e Lieb [2].

2.2. — La Capacita Logaritmica n-dimensionale.

Sia K un corpo convesso di R", tale che l'origine appartenga all'interno di K.

Consideriamo il seguente problema di Dirichlet:

A =0 in R"\K
(4) u=0 su 0K

w(x) ~ In|x| per |x| — +o0.
Questo problema ammette un’unica soluzione u, detta potenziale di equilibrio di K;
inoltre & univocamente determinata la costante a € R tale che

lim (u(x) —In|x|) = a.
[&] =00

DEFINIZIONE 2.1. — La capacita logaritmica del corpo convesso K ¢é il numero
c(K)=e¢"
La capacita logaritmica & positivamente omogenea di grado 1 rispetto alle dila-
tazioni.

TEOREMA 2.2. — Siano Ky e Ky corpi convessi di R". Per ogni t € [0,1], posto
K; = (1 - t)Ky + tKy, vale la sequente disuguaglianza
c(Kp) > (1 —t)e(Ky) + te(Ky).

Luguaglionza vale se e solo se Ky e K1 sono omotetici.

La Definizione 2.1 estende quella di capacita logaritmica a dimensioni maggiori di
2 (il caso n = 2 era l'unico noto in letteratura fino ad oggi, se si eccettuano nozioni
analoghe presenti nella teoria delle funzioni di piti variabili complesse). Osserviamo
anche che il Teorema 2.2, nel caso n = 2, era stato provato da Pommerenke [4], e
successivamente da Borell (1984).

2.3. — La p-Rigidita di Torsione.

Sia K un corpo convesso e sia 21l suo interno. La p-rigidita di Torsione t(K) di K e
data dalla seguente formula:
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) [1Vaw(e)|P da
(5) EENRYY e J|w(ac)|dx >0
(K) S |w(ac)|dﬂc}p v
Q

Tale estremo inferiore & raggiunto in corrispondenza dell’'unica soluzione » di

dyu=—-1 1in Q
u=0 su 02,

e delle funzioni cu, con ¢ # 0. Si deriva inoltre che 7 & omogenea di gradop + n(p — 1)
rispetto alle dilatazioni del corpo.

TEOREMA 2.3. — Siano Ky e Ky corpi convessi di R". Per ogni t € [0,1], posto
K = (1 — t)Ky + tKy, vale la sequente disuguaglianza

[T(Kt)]l/[p+7l(p71)]2 1—1) [T(KO)]1/[p+n(p71)]+t[T(K1)}1/[p+n(p71)].

Vale luguaglianza se e solo se Ky e K; sono omotetici.

Il risultato per la rigidita di torsione (p = 2), di cui la p-rigidita e un’estensione, &
stato dimostrato da Borell in [1].

Per concludere, osserviamo che le dimostrazioni dei Teoremi 2.1, 2.2 e 2.3 ri-
chiedono tecniche diverse tra loro, analoghe tuttavia a quelle usate per dimostrare
risultati di concavita, o quasi-concavita, per soluzioni di equazioni ellittiche.

Inoltre, si puo osservare che, nei casi in cui sono state determinate, le condizioni
per il caso dell'uguaglianza sono sempre le stesse della disuguaglianza classica, cioé i
corpi devono essere tra loro omotetici. Si congettura che siano le stesse anche nei casi
non ancora risolti.
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