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Equazioni ellittiche e simmetrizzazione
rispetto alla misura di Gauss

(GIUSEPPINA DI BLASIO

In questa tesi si studiano questioni inerenti a proprieta qualitative, stime ottimali
e regolarita di soluzioni di equazioni ellittiche di tipo degenere con una degenera-
zione di tipo «gaussiano», cioé tali che se 'operatore ha la seguente struttura

1) L = — (a2, )e; + bi(2)p(@)uy, 4 clw)ulx),

la matrice dei coefficienti soddisfa la condizione

(2) a’ljéléj > ¢ |f|

dove p(x) = 2n) 2 exp( i ? é la densita della misura di Gauss y,,(dx) = ¢(x)dzx. Si
considera una classe di prob emi del tipo

3) Lu = — (fip)o, in Q
u = 0 su 8.(2

dove Q & un aperto di R”, non necessariamente limitato e si confronta il problema (3)
con un problema opportunamente «simmetrizzato». Per poter collocare il discorso in
un contesto pill generale osserviamo innanzitutto che 'operatore (1) e legato al-
I'equazione dell’oscillatore armonico della meceanica quantistica.

Al fine di chiarire meglio la problematica cui siamo interessati poniamo
b;=c=f; =0 ¢=1,..n nelproblema (3). Sivuole massimizzare la norma di« nello
spazio di Sobolev con peso H}(p, Q), al variare di:

(a) R traisottoinsiemi aperti di R” con fissata misura di Gauss,

(b) gin un insieme di funzioni che hanno insiemi di livello con fissata misura di
Gauss e tale da garantire I'esistenza della soluzione del problema (3),

(¢) 1 coefficienti a;; in modo da soddisfare la condizione (2).

Si osservi che se 2 & limitato 'operatore del problema (3) e uniformemente el-
littico. E noto che nel caso di operatori uniformemente ellittici la simmetrizzazione di
Schwarz permette di confrontare la soluzione di un problema ellittico con quella di un
problema dello stesso tipo che & definito in una sfera avente la stessa misura del
dominio di partenza ed i cui dati sono a simmetria sferica.

Questo tipo di risultato, ottenuto inizialmente da Talenti in [4] per un’equazione
lineare uniformemente ellittica, e stato esteso ad equazioni piti generali conside-
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rando termini di ordine inferiore, indebolendo le ipotesi di ellitticita e considerando
equazioni di tipo non lineare.

Nel nostro caso Q puo non essere limitato e I'ipotesi di ellitticita (2) & data in
termini della funzione ¢(x). Per questo motivo si cercano soluzioni deboli nello spazio
di Sobolev con peso H} (¢, Q) e si utilizza la nozione di riordinamento di una funzione
rispetto alla misura di Gauss.

DEFINIZIONE 1. — Se Q ¢ un aperto di R" ed u una funzione misurabile in Q, si
definisce la funzione di distribuzione di u

:uu(t) = Vn{‘ul > t}’ per t > 0,
il riordinamento decrescente di u rispetto alla misura di Gauss
w'(s) =inf{t > 0: u,(t) <s}, per 0 <s <1,

ed 1l riordinamento di w rispetto alla misura di Gauss la funzione
u* 1 QF — [0, +-ool, definita da N

w(x) = u'(P(x1)),
dove Q" = {x = (¥1,%2,....0,) € R" : 21 > 1} ¢ il semispazio avente la stessa mi-

+00
sura di Gauss di Qe d(x1) = \/Lz_n | exp(— %) dt.
£

In [1] si dimostra il seguente risultato di confronto puntuale
(4) w*(x) < wlx) per q.0. x € Q*,

dove u*(x) & il riordinamento rispetto alla misura di Gauss della soluzione u(x) del

probelma (3 ) e w(x) & la soluzione del seguente problema «simmetrizzato»

—(wap(x)), =g @p(x) in Q&

(5) '
wx) =0 su 0

dove g*(«x) e il riordinamento rispetto alla misura di Gauss della funzione g(x). Dalla
(4) & possibile dedurre che il massimo della norma di in Hy (¢, Q) si ottiene quando 2
€ un semispazio, a;; = ¢(x)J;; ed il dato g dipende da una sola variabile.
Nella prima parte della tesi sono stati ottenuti risultati di confronto per il problema

(3) con termini di ordine inferiore (cf. [3]). In tal caso si confronta il problema iniziale
conun problema opportunamente «simmetrizzato» che in qualche modo tenga conto di
tutti i termini presenti nell’equazione. Se si trascura I'influenza del termine di ordine
zero, allora denotando ancora con w la soluzione del problema «simmetrizzato», si
dimostra che vale un confronto puntuale del tipo (4). Se invece si tiene conto dell'in-
fluenza di questo termine non vale in generale un confronto di tipo puntuale, ma si
dimostra un confronto tra «concentrazioni», ovvero un risultato del tipo

S S

Ju* (rydr < Jw* (r)dr.

0 0
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Questo tipo di confronto permette ancora di stimare le norme e piti in generale im-
plica

|70 < [

Q Q

per ogni funzione F' convessa tale che F > 0 e F(0) = 0.

Per quanto riguarda il termine di tipo distribuzione, si dimostra un risultato di
confronto con un problema il cui dato e una funzione «costruita sugli insiemi di livello
di u». Tale funzione non e il riordinamento di f, ma in qualche senso e «quasi» un suo
riordinamento. Difatti si dimostra che tale funzione é il limite debole di una suc-
cessione di funzioni aventi lo stesso riordinamento di f.

La dimostrazione dei risultati esposti si basa sulle proprieta dei riordinamenti di
funzioni rispetto alla misura di Gauss e sulla disuguaglianza isoperimetrica rispetto
alla misura di Gauss. Quest’ultima stabilisce che, tra tutti i sottoinsiemi di R” con
fissata misura di Gauss, i semispazi minimizzano il perimetro (cf. [2]).

La seconda parte della tesi e dedicata allo studio della regolarita di soluzioni del
problema (3). Ricordiamo che nel caso di problemi uniformemente ellittici, uti-
lizzando le proprieta dei riordinamenti di funzioni, e possibile generalizzare i risultati
ottenuti da Stampacchia facendo variare, ad esempio, i dati in spazi di Lorentz. Tali
risultati evidenziano come la regolarita della soluzione varia in «maniera naturale»,
cosl come il teorema di immersione di Sobolev suggerisce.

Nello stesso ordine diidee, nella tesi si dimostra che la sommabilita delle soluzioni
del problema (3), varia cos 1 come le disuguaglianze tipo Sobolev logaritmiche sug-
geriscono. Infatti utilizzando i risultati di confronto ottenuti nella prima parte della
tesi, si studia come varia la sommabilita della soluzione u al variare della sommabilita
dei dati f e g negli spazi di Lorentz-Zygmund con peso LP?(log L)% (¢, ). Inoltre si
ottengono condizioni ottimali per I'esistenza.
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