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Dinamica olomorfa nel bidisco complesso
CHIARA FROSINI

1. — Dinamica olomorfa in domini limitati.

Sia M una varieta complessa taut e sia f una funzione olomorfa di M in s\ea . Data
f"=fofo---of (n—volte), consideriamo la successione, {f"}, ., delle iterate dif.
In questa tesi affrontiamo alcune problematiche aperte riguardanti il «comporta-
mento» di {f"}, .y, cioé questioni inerenti la teoria dell'iterazione, nella vasta e si-
gnificativa classe delle varieta taut. Ricordiamo che una varieta complessa M \eg
taut ([2]) se la famiglia delle mappe olomorfe del discounita 4 = {z € C : ||z|| < 1} in
M e normale. Tra gli esempi di varieta taut ricordiamo lo stesso 4 e piui in generale
ogni dominio convesso limitato di C". Risultati noti mostrano come la geometria e la
dinamica dif siano strettamente legate alla struttura dell’insieme dei punti fissidif e
al valore del differenziale di f nei punti fissi. Nel caso di una variabile complessa, il
Lemma di Schwarz ([5]) e i risultati classici di Julia, Wolff e Denjoy ([2]) descrivono
bene la geometria di una auto-mappa olomorfa f di 4, e conseguentemente il com-
portamento della successione, {f"}, .y, delle sue iterate. Si ottiene cosi che, se f ha
un punto fisso zy € 4, poiché |f'(z9)| <1, si hanno le due seguenti possibilita: se
[f"(z0)] <1 allora zy & «attrattivo», cioe {f"},.y converge a z,; d’altra parte se
If"(z9)| = 1allora f & un automorfismo ellittico ([2]) di 4 che fissa z;. Se, invece, f non
ha punti fissi in 4, la geometria di f e il comportamento di {f”},.» vengono ampia-
mente descritti dai risultati di Wolff, Julia e Denjoy. Wolff e Julia hanno provato in
particolare due differenti «versioni al bordo» del Lemma di Schwarz. I1 Lemma di
Wolff afferma che, se f € Hol(4, A) non ha punti fissi in 4, allora esiste un «punto
fisso», T € 94, (fisso rispetto al K—limite o limite radiale, vedi [2]) per f che e «at-
trattivo». Il «punto fisso» 7, definito dal Lemma di Wolff, & detto punto di Wolff dif.
Nel caso di piu variabili complesse, Carathéodory e H. Cartan, hanno sviluppato la
teoria geometrica classica delle mappe olomorfe in un dominio limitato di C*. Laloro
teoria & stata generalizzata in molte direzioni e per vari tipi di domini e varieta. Per
quanto riguarda le questioni di dinamica, in particolare, Abate ([2]) ha ottenuto in-
teressanti risultati nel caso di una generica auto-mappa olomorfa f di una vareta taut
M, con punti fissi interni a M. A questo punto si pone il problema di studiare che cosa
accade se f & un’ auto-mappa olomorfa di M C C", senza punti fissi interni. Nel caso
della palla unita B" di C" (e piu in generale nel caso di un dominio strettamente
convesso, D, con bordo C? ([2])) si pud generalizzare il Teorema di Wolff-Denjoy
ottenendo che, se f & una auto-mappa olomorfa di B" senza punti fissi in B", allora la
successione delle iterate, {f"}, .y, converge uniformemente sui compatti a un punto
di 0B"™. Nella parte principale di questa tesi di dottorato studiamo la «dinamica
olomorfa» nel polidisco unita di C”, che & un dominio convesso, non biolomorfo a B®.



542 CHIARA FROSINI

2. — Punti di Wolff nel bidisco.

Sia 4" il polidisco unita di C" e sia f € Hol(4", 4"). La prima questione che af-
frontiamo e la definizione e la caratterizzazione dei punti di Wolff di f. Per evitare
complicazioni tecniche cirestringiamo al caso di dimensione due e iniziamo a studiare
il caso del bidisco 4. Siaf = (f1,f2) : 4 — A olomorfa. Dobbiamo distinguere il caso
in cui f non ha punti fissi in 4% dal caso in cui f* ha punti fissi in 4. Consideriamo
inizialmente f* senza punti fissi in A. E stato provato da Hervé ([3]) che ci sono solo
due possibilita: (a) fi(- , %) ha punto di Wolff "1, indipendente da y oppure (b) esiste
una funzione olomorfa F; : 4 — A4, tale chefl(Fl(y), y) = F1(y), Vy € 4. In questo
caso fi(x,y) = x = x = F1(y).

Notiamo che, se f # id,, allora i casi (a) e (b) non si possono verificare contem-
poraneamente. Motivati da quest’ultimo risultato possiamo dare la seguente defi-
nizione: la mappa olomorfa f = (fi,f) : 4 — A, si dice di:

— primo tipo se:

esiste una funzione olomorfa F'; : 4 — 4, tale che fi(F1(y),y) = F

esiste una funzione olomorfa Fs : 4 — 4, tale che fo(x, Fo(x)) = Fo(x), Vx € 4.
— secondo tipo se (a meno di scambiare fi con f3):

f1(- ,») ha punto di Wolff ¢t indipendente da y e

esiste una funzione olomorfa Fs : 4 — A4, tale che fo(x, Fao(x)) = Fao(x), Va € 4.
— terzo tipo se:

£i(-,%) ha punto di Wolff ¢’1, indipendente da y e

fa(e, -) ha punto di Wolff ¢’ 1nd1pendente da x.

Nel caso f sia di primo tipo e senza punti fissi interni, abbiamo provato che
F1 0 Fy e Fy o0 Fy hanno un punto di Wolff. Se ¢'1 (rispettivamente ¢?) & il punto di
Wolff di FyoFy (rispettivamente di Fg o Fy), chiamiamo 7; := lin} |F(y)| e

y—e2

Ao = hm |F}(x0)], rispettivamente, il coefficiente di dilatazione al bordo di F; in ¢

edi F; 11;3 e, Se f & di secondo tipo indichiamo con ¢'* il punto di Wolff difi (-, %), con

e“2 il K—limite ([2]) di F's in ' (se esiste) e chiamiamo ks := lin}Al |[F5 ()] il coeffi-
ciente di dilatazione al bordo di Fg in e*. Se f e di terzo tipo mdeenotiamo e e ez,
rispettivamente, il punto di Wolff di fi(-,y) e di fa(x,-). Infine indichiamo con
i : A — A(j = 1,2) laproiezione sulla j-esima componente e con W(f) I'insieme dei
punti di Wolff di f. Con le notazioni appena stabilite possiamo enunciare il primo
risultato originale della tesi:

TEOREMA 1. — Sia f = (f1,f2) una mappa olomorfa, senza puntt fisst nel bidisco
complesso. Se fi # n1 e fo # 72, allora sono possibili solo 1 cinque seguenti casi:

i) W(f)=0<fediprimotipoe d; >1peri=101=2;

ii) W(f) = (¢, e”) < f & di primo tipo e A; < 1 per ogni i = 1,2;

iii) W(f) = {{e“‘l} x A} U {(e"™,e"™)} < f e di secondo tipo kp < 1

iv) W(f)={{em} x4} <fe dz secondo tipo e ks > 1;

v) W(f) ={{eMm} x A} U{(e",e"2)} U {4 x {e"2}} <:>f e di terzo tipo.

D’altra parte, sefi(x,y) = x,V y € 4,1.esefi = m (o rispettivamente fa(x,y) = vy,
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Ve d iefo=mn)allora:

vi) W(f)= (e x A) U (€7, ) U(4 x €%) U (¢, %) U (¢ x A) (dove ¢ €
W(fa(w, ) (0 risp. W(f) = (4 x €21) U (€, %) U (€ x A) U (€, e7%) U (4 x ™)
(dove et € W(fi(-,y))).

Notiamo che se f e di primo tipo allora 2;4p < 1, e quindiicasi) e 77) sono gli unici
possibili. Consideriamo adesso il caso di f = (fi,f2) : £ — A olomorfa e con punti
fissiin £%. Daun risultato di Vigue ([4]) segue che anchef (-, ) che fz(x, -) hanno punti
fissi. Indichiamo con Fix(f) I'insieme dei punti fissi di f in A. E noto che ([2]) Fiix( f)
& una sottovarieta chiusa di 4 tale che quando & 1—dimensionale, risulta essere una
geodetica complessa di A (vedere [5]). Con questa notazione abbiamo il secondo
risultato originale della tesi:

TEOREMA 2. — Sia f = (fi,fo) : £ — & una funzione olomorfa, non un auto-
morfismo, con punti fissi in A. Supponiamo che, a meno di automorfismi,
f(0,0) =(0,0).

1) Se dim Fix(f) = 0 allora W(f) = 0.
2) Sedim Fix(f) = 1ese G := Fix(f) e parametrizzato come {(g(z),z) :z € 4
e g € Hol(4,4)} allora:

i) g € Aut(4d) = W(f) = 0G (< esiste un punto (¢, 1) € (04)* che appartiene
a W(f));
i) g & Aut(4) e una mappa propria < W(f) = 0;
iil) g non e una mappa propria < W(f) e sconnesso (< fz ¢ la proiezione sul
secondo fattore).

Sef € Aut(A*) ha punti fissi in 4%, le sue componenti sono automorfismi ellittici di
Ade W(f) = 0.

3. — Teoremi di Julia-Wolff-Carathéodory e orbite delle iterate.

Ur’altra questione classica di ben noto interesse in dimensione uno, riguarda lo
studio del comportamento delle orbite dei punti sotto 'azione delle iterate di un’auto-
mappa olomorfa f di 4. L’analoga questione &, in generale, aperta in piu variabili
complesse. In dimensione uno il classico Teorema di Julia-Wolff-Carathéodory ([2],
[1]) garantisce che sef € Hol(4, A) non ha punti fissiin 4 e r & il suo punto di Wolff con
f'(r) < 1, allora le orbite dei punti sotto 'azione delle iterate di f convergono non-
tangenzialmente a 7. In questa tesi generalizziamo il concetto di limite non-tan-
genziale nel caso di 4%, e quindi proviamo una nuova generalizzazione del Teorema di
Julia-Wolff-Carathéodory (cfr anche Abate ([1])). Sia y(t) = (y;(t), o (?) : (0,1) — Y
una curva che tende (per semplicita di notazioni) al punto (1,1) per ¢t — 17, sia
04— A una geodetica complessa tale che ¢(0) = ({,¢9(0)) (rispettivamente
p(0) = (9(0),0), con g(1) =1 (nel senso del K—limite) e sia a, :=g'(1) finito.
Consideriamo 7, : 4 — ¢(4) tale che m,(2) = (21,9(21)) (rispettivamente 7,(z) =
(9(22),22)). La coppia (¢, 7,) si dice projection device ([1]). La curva y si dice ¢-
speciale, se la distanza di Kobayashi ([56]) K (y(t), m,(y(¢))) — 0 per t — [4]1".
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Inoltre y si dice ristretta lungo le componenti, se y;(t) — 1, non-tangenzialmente,
sia per j=1che perj =2, quando t — 1-. Da adesso in poi diremo che f €
Hol(#, £) ha g-limite L nel punto (1,1), se f ha limite L lungo ogni curva che sia ¢-
speciale e ristretta lungo le componenti. A questo punto possiamo enunciare la nuova
generalizzazione del Teorema di Julia-Wolff-Carathéodory trovato nella tesi:

TEOREMA 3. — Sia h € Hol(4*, A) tale che h(w) — 1 non-tangenzialmente per
w — (1,1). Sta (p, m,) una projection device in (1,1) tale che ¢p(z) = (z,9(2)) con g €
Hol(4,4), g(1)=1 e g'(1) < 1. Sia Lloga —hm 1nf[Kdz((0 0) w) — K40, h(w ))]<oo

Sia Oz, w) = (0 (z),w), con 0 € Aut(4) tale che 0Q1) = 7w Data f:=ho®

%log/} = hm 1nf [K 2((0,0),w) — K40,f(w))]. Allora f < +oo dzpende solo da ¢'(1 ).
wW—

In pin: ag/(1)<gp— hm)l(lp+o7Z pe<aea<gp— 111}11)1_(/]}1;7%:ﬁ§ﬁ.

Vi e infine un altro risultato originale connesso con il Teorema 3, che descrive il
comportamento delle orbite dei punti del bidisco sotto I'azione delle iterate di f.
Consideriamo H = {z € C : Im z > 0}, e definiamo F' la j-esima componente della
funzmr;e ottenuta coniugando f con la mappa di «Cayley» ¥ (x,y) := (1122, i*Z) con
x,y € A.

TEOREMA 4. — Siaf = (fi,f2) € Hol(AZ, A e siazy € A tale che {f"(20)},en St
. speciale e ristretta lungo le componenti per una geodetica ¢ passomte per (1,1).
Sia F:=(F1,F3) =% ofo oW ' HxH— HxH. Allora le successioni A”rgF”
J = 1,2 ammettono limite per n — oo. Inoltre hm Arg "= 11m ArgF”

Le molte domande, di vari livelli di difficolta, lasciate aperte da questa tesi sono
oggetto di attuale attivita di ricerca.
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