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ALBERTO LOVISON

1. — Introduzione.

Questa tesi di dottorato in Fisica Matematica si sviluppa su tre problemi, su piani
concettuali in prima istanza apparentemente diversi, disgiunti. Il principio comune a
questi problemi e la nozione di funzione generatrice, cruciale in molti aspetti della
geometria e della topologia simplettica. Tale tesi e il risultato di collaborazioni, a
varie riprese, in contesti culturali diversi, con Franco Cardin, Todor Gramchev e
Mario Putti.

2. — Integrali oscillanti in spazi di Gevrey.

Nella prima parte, si prende in considerazione una classe di integrali oscillanti
dipendenti da un parametro grande ,

I(k) = Ja(x)eik¢(x)dx.

Questi integrali si incontrano, tipicamente, come modello di soluzione asintotica per
problemi di ottica ondulatoria e di meccanica quantistica, laddove il parametro
grande rappresenta il reciproco della lunghezza d’onda oppure il reciproco della
costante di Planck. Inoltre, la funzione ¢, detta fase, & caso particolare di funzione
generatrice di sottovarieta lagrangiane, tipiche dell’ottica e piu in generale della
geometria simplettica.

Abbiamo indagato il decadimento di tali integrali in assenza di punti critici della
funzione fase ¢, calando tale indagine nell’ambito degli spazi di Gevrey (cfr. [4]). Tali
spazi sono uno strumento largamente impiegato, tra l'altro, in analisi microlocale e in
meccanica celeste, in particolare nei lavori di Todor Gramchev (cfr. [2]).

Le stime classiche della rappresentazione iterata n-esima I, (k), ottenibili anche
negli spazi C*, sono di tipo polinomiale, i.e., |1,,(k)| < C,k~". Mediante Stirling e un
procedimento analogo alle stime di Nekhoroshev negli sviluppi asintotici, abbiamo
ottenuto una stima di decadimento esponenziale,

I(k) == Ja(x)eiw(@dx — AVke {1 +0 (D} . perk— 400
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nel caso in cui a e ¢ siano entrambe funzioni di Gevrey di classe s. Abbiamo cosi esteso
un risultato di Todor Gramchev, cfr. [2], precedentemente ottenuto nel caso di
funzioni fase analitiche.

Successivamente, includendo nell'indagine dei punti critici di tipo Morse, cioé non
degeneri, e applicando il metodo della fase stazionaria, abbiamo trovato degli svi-
luppi asintotici e stimato la loro classe di Gevrey.

a € G°, ¢ Morse, = I(k) e G*1

Se ampiezza € di classe Gevrey s, lo sviluppo asintotico dell’integrale I(k) € una
serie di Gevrey di classe 2s — 1, i.e., quando s > 1, osserviamo una perdita di rego-
larita. Abbiamo anche osservato che tale risultato e sharp, non é migliorabile.

3. — Riduzioni a finiti parametri in teoria dei campi.

Nella seconda parte, abbiamo preso in considerazione un classico problema non
lineare di tipo Dirichlet,

—Au = F(u), in Q u = 0 su 022,
e la formulazione variazionale equivalente,
dlw) =0, ue Hy)Q).

Le questioni legate all’esistenza e alla molteplicita delle soluzioni per problemi
di questo tipo sono studiate estensivamente mediante classiche tecniche topolo-
giche, come la teoria del grado di Leray-Schauder o teoremi di inversione locale di
mappe, oppure, quando e possibile, per mezzo di piu raffinate tecniche variazio-
nali, come la teoria di Morse oppure Lusternik-Schnirelmann in spazi infinito
dimensionali.

In particolare, nelle vicinanze dei punti di biforcazione, si possono applicare delle
tecniche di riduzione locale come quella di Lyapunov-Schmidt, permettendo una
analisi molto fine della molteplicita delle soluzioni.

Tutte questi aspetti sono trattati ad esempio in diversi lavori di A. Ambrosetti
(efr. [3]).

3.1 - Riduzione finita esatta.

La principale novita introdotta in questa tesi & 'applicazione al principio varia-
zionale di un metodo (cfr. [1]) di riduzione finita esatta di tipo Lyapunov-Schmidt
globale, grazie al quale si ottiene un principio variazionale equivalente definito in un
opportuno R™:

dJw) =0, weH\(Q. &  dWw=0  ueR"



FUNZIONI GENERATRICI A FINITI PARAMETRI IN TEORIA DEI CAMPI 571

e indagare sui problemi di esistenza, biforcazione, costruibilita numerica delle so-
luzioni, a partire da questa funzione generatrice a finiti parametri.

Tale riduzione finita esatta fu introdotta da Amann, Conley e Zehnder e suc-
cessivamente impiegata da Claude Viterbo in varie applicazioni (cfr. [5]).

3.2 — Funzionali quadratict all’infinito.

Abbiamo dimostrato che, sotto opportune ipotesi, tale riduzione finita esatta
conduce a un funzionale W(u) in R™, funzione generatrice anch’esso, che risulta
essere debolmente quadratico all infinito, i.e., W(u) differisce finitamente in norma
C' da un polinomio quadratico non degenere:

W () — (Qu, )| 2 < C.

Le funzioni generatrici quadratiche all'infinito furono introdotte da Chaperon,
Sikorav e Viterbo, e risultarono essere molto utili per trattare questioni di esistenza
di orbite periodiche in meccanica hamiltoniana e in topologia simplettica. Il lavoro
contenuto in questa tesi sembra essere una delle prime applicazioni di queste fun-
zioni alle equazioni alle derivate parziali.

Funzioni come queste sono di tipo Palais-Smale, pertanto i punti critici sono
confinati in regioni compatte. Inoltre, misurando la complessita topologica degli
insiemi di sotto-livello di tale funzione con la coomologia relativa, siamo in grado di
individuare, mediante Lusternik-Schnirelmann, soluzioni (punti critici) di tipo
min-max. Abbiamo in tal modo rivisitato alcuni risultati classici di esistenza,
ottenuti ad esempio mediante Leray-Schauder, in un contesto completamente fi-
nito-dimensionale.

4. — Applicazioni numeriche.

Nell'ultima parte della tesi abbiamo applicato la tecnica di riduzione finita esatta
all’approssimazione numerica delle soluzioni. Abbiamo in primo luogo verificato che
la traduzione agli elementi finiti della tecnica di riduzione risultasse consistente. In
secondo luogo abbiamo verificato su di un problema campione la buona efficienza
dell’algoritmo ottenuto, nonché la completezza nel rilevare le soluzioni previste
analiticamente.

In un ambiente genuinamente finito dimensionale come quello degli elementi
finiti, sembrerebbe a prima vista superfluo introdurre una riduzione a finiti para-
metri. Ciononostante, se nella teoria delle equazioni alle derivate parziali si riesce a
ridurre il problema dall’infinito al finito, applicando la riduzione nell’ambiente di-
scretizzato siamo riusciti a riserivere un problema di dimensione 640 come problema
di due sole variabili.
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