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Il problema dell’allocazione di capacita su rete
SARA MATTIA

1. — Introduzione.

11 problema di progettare la topologia ottimale di una rete (network design) mi-
nimizzando il costo e rispettando allo stesso tempo un determinato insieme di spe-
cifiche, € presente in vari contesti: reti di trasporti, reti di comunicazione, reti di
computer, sistemi energetici.

I nodi della rete possono rappresentare citta in una rete di trasporti, centri di
commutazione in reti di computer, centri di traffico in una rete di telecomunicazioni,
centrali in un sistema energetico. Questi nodi devono comunicare tra loro scam-
biandosi traffico urbano, telefonico, pacchetti di dati, energia elettrica o altro. Le
richieste devono essere tutte soddisfatte simultaneamente condividendo le risorse
che consentono la comunicazione (multicommodity flow problem).

Per rendere possibile la comunicazione & necessaria la costruzione di col-
legamenti tra i nodi, collegamenti che possono essere strade o autostrade nel caso
della rete di trasporti, linee elettriche per i sistemi energetici, linee trasmissive per
sistemi di telecomunicazioni. Tali collegamenti possono essere pensati come gli archi
del grafo associato alla rete. Il problema di allocare risorse (capacita) sugli archi di
una rete in multipli interi di una quantita base in modo da consentire di soddisfare un
insieme di richieste di connessione tra coppie di nodi, & noto come problema di
network loading.

L’obiettivo di questo lavoro e studiare il problema del network loading e le sue
proprieta poliedrali, allo scopo di realizzare nuovi ed efficienti algoritmi di separa-
zione e tecniche euristiche da inserire in uno schema di tipo Branch&Cut.

2. — Il problema.

In maniera formale, il problema puo essere enunciato come segue. Sia G(V, E)
un grafo non orientato con insieme dei nodi V' e insieme degli archi E. Per ogni
arco sia dato il costo ¢;; corrispondente allinstallazione di capacita unitaria su
quell’arco. Sia D un insieme di domande tra coppie di nodi, ciascuna delle quali
caratterizzata da un nodo sorgente s, un nodo destinazione t e da una quantita d
che deve essere inviata dalla sorgente alla destinazione. Il problema consiste
nell'installare capacita intera sugli archi per rendere possibile 'instradamento
contemporaneo di tutte le domande, cercando allo stesso tempo di minimizzare i
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costi. Il problema ¢ NP-hard perche contiene il problema dell’albero di Steiner
come caso particolare.

Viste le numerose applicazioni, il problema del network loading e altri problemi
ad esso correlati hanno ricevuto molta attenzione [1], [4]. La maggior parte dei
metodi di soluzione proposti consiste nel rafforzare il rilassamento lineare del pro-
blema aggiungendo disequazioni valide e possibilmente facet-defining, e risolvere
poi utilizzando un algoritmo di tipo Branch&Bound o Branch&Cut [10], [12], [5],
[6],[2], [3]. Sono anche stati proposti approcci di tipo lagrangiano ed euristiche di tipo
tabu-search [7], [8].

Tenendo conto dal teorema giapponese [11], [9], che specifica quali condizioni
devono essere soddisfatte da un vettore x perché esso rappresenti un’allocazione di
capacita ammissibile per il problema, & possibile utilizzare una formulazione mate-
matica per il problema nota come formulazione capacita:

min Z CijXi;

(ij)ek
s.t. ,uTac > Td w>0
Xij € Z+ V(Z,]) el

x; rappresenta la capacita allocata sull’arco (z,7), ¢;; € il costo di allocazione di ca-
pacitd sull’arco, x & un qualunque vettore di RI!, # ¢ la lunghezza del cammino
minimo tra s e ¢ utilizzando i come pesi per gli archi, d & il vettore delle domande.

3. — Risultati Poliedrali e Algoritmi di Separazione.

In questo lavoro vengono caratterizzate tutte le disuguaglianze valide per I'in-
volucro convesso delle soluzione intere del problema, che indichiamo con NL(G, D).
In particolare si dimostra che:

TEOREMA 1. — Sia a’x > b una qualunque disuguaglionza valida per NL(G, D),
allora esiste una metrica u tale che:

a) uLx > bévalida
b) g <ag Vij) e B

Vengono inoltre date condizioni per cui disequazioni del tipo x”a > b siano facet-
defining.
DEFINIZIONE 1. — St definisce rango di una metrica p, definita su un grafo G,

con msieme delle domande D, il valore:

R, =min {¢"x:x € NL(G,D)}
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Si puo dimostrare che:

TEOREMA 2. — Condizione mecessaria affinché una disequazione u'x > b sia
facet-defining per NL(G,D) é che b =R,,.

La separazione di disequazioni di questo tipo & un problema NP-hard visto che il
caleolo del rango data la metrica e gia da solo un problema NP-hard. Tenendo conto
dei risultati teorici, sono state sviluppate tecniche di separazione per questo tipo di
disequazioni. Tali algoritmi sono stati inseriti in uno schema di tipo Branch&Cut.
Sono state inoltre proposte tecniche euristiche per la determinazione di buone so-
luzioni ammissibili per il problema.

4. — Risultati computazionali.

L’efficacia dell’algoritmo complessivo € stata provata utilizzando problemi test
noti in letteratura come problemi norvegesi [6], e altre istanze derivate da quelle
proposte in [5]. Per la prima volta si é stati in grado di trovare la soluzione ottima per
molti dei problemi test utilizzati, e valori di lower bound e upper bound migliori di
quelli noti finora per diversi altri.
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