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I1 Problema di Cauchy per sistemi lineari del primo ordine
debolmente iperbolici.

LORENZO MENCHERINI

1. — Introduzione

La tesi verte sul Problema di Cauchy per sistemi lineari iperbolici di primo ordine
del tipo

" dult,w) = S A[L)dyult,2) + B, vult, 2)
i

w0,2) = wu.(w),

dove t € [0, T, x € R", ult,x) € CN e, A;(t,x) e B(t,x) sono matrici N x N. I ri-
sultati riportati in questa tesi riguardano il caso in cui (1) e risolubile quale che sia il
coefficiente B(t,x), oppure il caso in cui B(t,x) = 0.

Limitatamente al caso di sistemi di tipo (1) a coefficienti costanti, Petrovskii nel
1937-38, sviluppando idee di Hadamard, ha dimostrato che una condizione necessaria
e sufficiente, affinché il Problema di Cauchy (1) sia ben posto € che gli autovalori
della matrice completa ) A;¢; + B verifichino la condizione

J

@) Tm 7 )] < C log (1+|E).

Nel casoin cui B = 0, questa condizione si traduce semplicemente nella richiesta
che gli autovalori della matrice caratteristica ) A;&; siano reali.

Petrovski ottiene un altro risultato fondaméntale e cioe che ogni sistema stret-
tamente iperbolico (ossia la cui matrice caratteristica abbia autovalori distinti per
ognit,x, &) & ben posto, quale che sia il termine di ordine inferiore. Nel 1951 Garding,
mette in luce che la condizione (2) & equivalente al fatto che la parte immaginaria di
ciascuno degli autovalori sia limitata al variare di ¢ in R", cioe il fattore loga-
ritmico e superfluo.

Nel 1954 viene ottenuto un importante risultato per la teoria dei sistemi:
Friedrichs riesce infatti a dimostrare che tutti i sistemi simmetrici a coefficienti
variabili sono ben posti.

Sempre nel caso di coefficienti variabili, Lax dimostra nel 1957 che, per avere
Buona Positura, la matrice caratteristica del sistema deve avere solo autovalori reali.
In realta egli ottiene questo risultato sotto I'ipotesi aggiuntiva che gli autovalori
siano distinti. Nel 1961 Mizohata dimostrera lo stesso risultato nella sua generalita
senza cioe la suddetta ipotesi aggiuntiva, ottenendo il cosiddetto Teorema di Lax-
Mizohata.
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Nel 1959 escono tre importanti lavori nei quali la buona positura di un sistema
viene messa in relazione alla proprieta di uniforme simmetrizzabilita della corri-
spondente matrice caratteristica:

DEFINIZIONE 1. — Diciamo che una famiglia di matrici A C My(C) ¢ uni-
Sformemente simmetrizzabile, brevemente A € (US), se esiste una famiglia P, di
matrici invertibili, verificante una stima uniforme |P|| + |[P7Y|| < M, per ogni
P € P, e tale che per ogni A € A esiste P € P per cui PAP™! ¢ hermitiana.

Il primo dei tre lavori sopra accennati, dovuto a Kreiss, contiene la seguente

caratterizzazione dell'uniforme simmetrizzabilita di una famiglia di matrici A.
A —2zD7| < U vie C\R, VAcA
|Zm 2|

Tuttavia tale condizione non e facile da verificare.

Il secondo lavoro e di Mizohata ove 'autore dimostra che qualunque sistema la cui
matrice caratteristica A(t,x, &) sia US, e ben posto per ogni termine di ordine infe-
riore, sotto 'ulteriore restrizione che gli autovalori abbiano molteplicita costante.

II terzo lavoro del 1959, e quello dei due matematici giapponesi, Kasahara e
Yamaguti, i quali, provano che, limitatamente ai sistemi a coefficienti costanti, I'u-
niforme simmetrizzabilita della matrice caratteristica equivale alla buona positura
per ogni termine di ordine inferiore.

Un notevole impulso allo studio dei sistemi viene dato da Arnold nel 1972, con un
lavoro in cui viene trovata una forma canonica matriciale che, a differenza della forma di
Jordan, e raggiungibile, a partire da una data famiglia di matrici, mediante un cam-
biamento di base che possiede la stessa regolarita della famiglia. A partire da questo
risultato, molti studiosi quali ad esempio Kajitani, Yamahara, Matsumoto e Vaillant,
utilizzano il teorema di Arnold per la riduzione dei sistemi a forme piti semplici.

Nel 1974 Kajitani, mediante un teorema similare a quello di Arnold, riesce ad in-
vertire il teorema di Mizohata del 1959 provando che, nel caso di molteplicita costante,
l'uniforme simmetrizzabilita della matrice caratteristica € non solo sufficiente, ma an-
che necessaria, per la buona positura per ogni termine di ordine inferiore.

A partire dalla seconda meta degli anni ‘70, viene intensificato lo studio dei si-
stemi con caratteristiche di molteplicita variabile, e in particolare vengono ottenuti
diversi risultati di buona positura nelle classi di Gevrey.

Nel 1980 il matematico russo M. D. Bronstein migliorando un risultato parziale
di Ivrii del 1975, dimostra la buona positura in y* per ogni s < 1+ -1; . Questo ri-
sultato & ottimale, come prova 'esempio dell'equazione scalare 9ju — 9% lu = 0 che
& ben posta solo in y* per s <1+ 15 . @)

Nel filone di ricerca relativo alla simmetrizzazione dei sistemi, ricordiamo i lavori
di D’Ancona e Spagnolo del 1997-98 dove gli autori, portando avanti le idee del-
larticolo di Jannelli del 1989, introducono il concetto di quasi-simmetrizzatore e

(%) Qui denotiamo con y* 1a classe delle funzioni di Gevrey di esponente s > 1. Si ricorda che
queste classi sono intermedie tra C* e lo spazio delle funzioni analitiche.
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individuano una nuova classe di sistemi che sono ben posti, cioé i sistemi quasi-
simmetrizzabili mediante un quasi-simmetrizzatore diagonale, i sistemi pseudo-
simmetrici. Tale classe, oltre alle matrici hermitiane, comprende anche le matrici
triangolari. (%)

In modo pili esplicito, un sistema é pseudosimmetrico se la matrice caratteristica
A = [a;(t, 2, )] verifica le condizioni

{ aijaji > 0,

Qigy Wiy~ + Qi = QiyiQigiy =+ L,

Un altro importante risultato di questi ultimi anni € una condizione necessaria e
sufficiente di buona positura per sistemi 2 x 2, a coefficienti reali dipendenti da una
variabile spaziale ed una temporale, condizione trovata da Nishitani nel 1998. Nel
caso particolare del sistema dyu = A(t)0,u con trA(f) = 0, tale condizione e

—det A - A > C¥{[an (@12 — az1) — an (G2 — G21) T + (arador — d12a21)°}, )

D’altra parte, nel 1999 Colombini e Nishitani (senza nessuna ipotesi sul numero di
variabili) dimostrano che sono ben posti tutti i sistemi 2 x 2 uniformemente sim-
metrizzabili, con coefficienti analitici dipendenti solo dal tempo.

Nel 2001 D’Ancona e Spagnolo estendono questo risultato alle matrici di qua-
lunque ordine, a condizione pero di avere una sola variabile spaziale. In quest’ultimo
articolo, oltre al risultato di buona positura, interessante e anche il seguente lemma:
se una matrice a coefficienti analitici dipendenti solo dal tempo e (US), allora pos-
siede un simmetrizzatore regolare (precisamente analitico).

2. — I risultati della tesi.

Nella tesi sono presenti vari risultati relativi al Problema di Cauchy per sistemi
debolmente iperbolici, ottenuti in collaborazione con Sergio Spagnolo:

e buona positura nello spazio y>* = U;)® di sistemi 2 x 2, con coefficienti reali e
C*, dipendenti solo dal tempo, che soddisfino una condizione integrale [1] di «tipo
Nishitani». Se i coefficienti del sistema sono analitici [2], tale condizione risulta ne-
cessaria e sufficiente per la buona positura in C*.

e Una caratterizzazione esplicita [3] dei sistemi 3 x 3 uniformemente simme-
trizzabili dove compaiono solamente funzioni elementari dei coefficienti. In parti-
colare viene introdotto, per le matrici 3 x 3, un nuovo invariante (matriciale) per
similitudini, lo pseudoautovalore, che e un raffinamento dell’invariante quadratico,
essendone, nel caso di matrici con traccia nulla, la radice quadrata con segno op-
portuno (*). Il segno garantisce che lo pseudoautovalore sia una specie di media dei
tre autovalori e, in presenza di un autovalore doppio, coincida con esso.

() I cui elementi diagonali siano pero reali, dato che debbono essere iperboliche.
() Per una semplice interpretazione geometrica di tale formula vedasi [2].
) A meno del fattore v/3.
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e buona positura, quale che sia il termine di ordine inferiore [4], di sistemi
pseudosimmetrici N x N in C* o in opportune classi di Gevrey.

In tale classe di sistemi, si determina una sottoclasse della famiglia delle matrici
analitiche pseudosimmetriche, A(t) := [a;;(¢)], che sono matrici caratteristiche di
problemi fortemente iperbolici ®.

Ebbene, per avere la forte iperbolicita, e sufficiente che nessuno degli elementi
della matrice sia identicamente nullo e che sommando lungo ogni ciclo
I— - — 1 — U— - - - — 1 ciascuna differenza tra l'ordine di annullamento
della funzione a;, ,;,(t) e quello della funzione a;,;, ,(t) si ottenga al massimo (al
variare dei cicli) un numero 4 non superiore a 2.

Ove non sia verificata questa condizione, il medesimo teorema ci fornisce una
stima dal basso dell’ordine della classe di Gevrey in cui il Problema & Ben posto.
L’algoritmo per determinare tale stima e il seguente.

Innanzitutto si traccia il grafo associato alla matrice caratteristica. Si passa poi al
quoziente rispetto alla classica relazione di (forte) connessione (%) tra i vertici, ot-
tenendo un nuovo grafo. A questo punto si da un peso, A(a), che & la parte positiva di
4 — 2 (vds sopra per la def. di 4), ad ogni classe di equivalenza a.

Infine si esegue un conteggio su ogni cammino del grafo quoziente contando 1
perognilatoe A(a)/2 per ogni classe che siincontra lungo il cammino. Ogni numero
che si ottiene per un dato cammino e detto lunghezza pesata.

Indicata con % la massima lunghezza _pesata al variare dei cammini, abbiamo
buona positura almeno in y**% , con k < k .
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(®) Cioeé ben postiin C*, quale che sia il termine di ordine inferiore.
(®) Due vertici sono connessi se esiste un cammino orientato che congiunge il primo vertice
al secondo e un cammino che congiunge il secondo al primo.



