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Alcune osservazioni sulla geometria differenziale
ed integrale dei gruppi di Carnot

FRANCESCOPAOLO MONTEFALCONE

Oggetto della presente tesi e lo studio di alcuni aspetti della Teoria Geometrica
della Misura dei Gruppi di Carnot. Nella prima parte della tesi dimostriamo aleuni
risultati di Geometria Integrale per Gruppi di Carnot, mentre nella seconda parte
introduciamo, adattandoli a questo contesto, alcuni classici metodi di Geometria
Differenziale finalizzati principalmente allo studio delle ipersuperfici regolari.
Questa ricerca si inserive nel pitu ampio progetto di estendere i metodi del Calcolo
delle Variazioni a spazi metrici generali quali, ad esempio, le geometrie sub-
Riemanniane.

Introduciamo ora le nozioni necessarie ad esporre alcuni dei risultati ottenuti. Un
gruppo di Carnot di passo k (GG, e) & un gruppo di Lie (rispetto all’operazione o) 7-
dimensionale, nilpotente e statificato la cui algebra di Lie g = R" soddisfa

a=Vie..eV,, [Vi,Viul=V; (=2 ..,k), Vigg={0}.

Il sottofibrato V; del fibrato tangente T'G: & detto orizzontale e denotato con la lettera
H. Posto V.=V, @ ... &V}, diremo verticale il sottofibrato V di T'G. Assumeremo
che dimV; =m; (i =1,...,k) e che H sia generato da una base di campi vettoriali
invarianti a sinistra Xy := {Xi, ..., Xi, }- Questa puo completarsi ad una base globale
(frame) di sezioni invarianti a sinistra X := {X; : i = 1, ...,n} che sia adattata alla
stratificazione. Se {e; : i = 1,....,n} & la base canonica di R" = g adattata alla stra-
tificazione, le sezioni X; del frame X si ottengono mediante il differenziale della
traslazione a sinistra L, (p € G) di e;, cioe X;(p) : Lp*eZ (1 =1,...,m). Le fibre oriz-
zontali possono munirsi di una metrica g» = (-, -),, ed in tal caso G si dice avere una
struttura sub-Riemanniana. Si puo sempre sceghere una metrica Riemanniana g,
invariante a sinistra, per cui il frame X sia ortonormale in ogni punto e tale che
9iu = gu . Cio consente di mquadmre m un ambito Riemanniano lo studio di alcune
questiont riguardanti i gruppi di Carnot.

Ilcoframe w := {w; : © = 1, ..., n} invariante a sinistra e duale di X & determinato
dalla condizione w;(X;) = 57 (¢, =1, ...,m). Ricordiamo che le costcmtz di struttura di
g associate al frame X sono deflmte come C’C ([XZ,X 1, Xy) (4,5,k=1,...,m). La
forma volume Riemanniana di G ¢ data da o := Ai; @i. Inoltre se S C G & un'i-
persuperficie immersa e v € la normale unitaria ad S, la misura Riemanniana »n — 1-
dimensionale relativa ad S si definisce come "' S = (vda")lg.

Se H-H \ {0x }, dove O e la sezione nulla di H, UH denotera il quoziente di H
mediante dilatazioni positive. (H e detto sottoﬂbmto omzzontale unitario di G. La
sua fibra generica si identifica con la sfera unitaria S™ (. ¢ R™) munita dell’usuale
misura sferica ¢ 1. In seguito, se my : W — G & un sottofibrato vettoriale di TG ed
A C G, denoteremo con WA la restrizione di W ad A.

La distanza di Carnot-Carathéodory dx relativa a g» rende G uno spazio metrico
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completo in cui ogni coppia di punti si connette con (almeno una) d;-geodetica.
Ogni gruppo di Carnot ¢ munito di un gruppo ad un parametro di automorfismi
0t : G — G (t > 0) che lo rendono un gruppo omogeneo. La dimensione omogenea di
k

G elintero @ := > im;, coincidente con la dimensione di Hausdorffdi (G, dy ) come

i=1
spazio metrico. Con H" si indichera la misura di Hausdorff m-dimensionale relativa
a dy, mentre con H)' quella m-dimensionale Euclidea.

1. — Geometria Integrale nei gruppi di Carnot.

Tutti i risultati di questa sezione possono trovarsi in [2].

DEFINIZIONE 1. - Se Q2 C Geapertoe f e L}(Q), f ha H-variazione limitata in
Qse |V f|(Q) :=sup{ [fdivaY " : Y € Co(@,H), [Y|, < 1}éfinitoin Q. HBV(Q)

Q

denotera lo spazio vettoriale delle funzzom di H-variazione limitata in Q. Dal
Teorema di Riesz seguie che |V7f| e una misura di Radon in Q e che esiste una
sezione orizzontale |V f|-misurabile vr tale che |uf| = 1per [V'f|-q.o. x € Qe che
f fdivgY o" = j(Y vr)y AV f] per ogni Y € CO(Q H). Un insieme misurabile

E’ C G ha H- pemmetm localmente finito in Q se yp € HBV ,.(Q2). L’H-perimetro di
E in Q ¢ la misura di Radon |0E|,(Q) := |V" y5|(Q). Chiamiamo H-normale ge-
neralizzata interna lungo 0 la R™ -misura di Radon vs := —v,, (cfr. [1, 2]).

TEOREMA 1. — Sia S un’ipersuperficie H-regolare nel senso di [1] e assumiamo
che S = OF, dove E ha localmente H-perimetro finito e frontiera Cv. Sia X € UH
una sezione trasversale ad S e sia X la curva integrale (detta X - lmea) di X di punto
iniziale q € S. Assumiamo che yi( ﬂi) NS = qperogni q € S. Infine, sia D C G un
msieme misurabile che sia m?gmngzbzle mediante X-linee che intercettano S.
Allora, Dq = (1R) ND ¢ H,-misurabile per |0E|i-go. q€S. La mappa
S> qn—>H (Dy) & |OE \H-mzsumbzle su S e se pry: G — S ¢ la proiezione su S
lungo y%, st ‘ha

HAD) = | HD,) (X0}, |d10E @)
pr¥ (D)

S

Si dimostrano inoltre alcune utili conseguenze. Viene data una caratterizzazione delle
funzioni HBV in termini di restrizioni a fibrazioni 1-dimensionale con X-linee. Diamo
poi una caratterizazione Integral-Geometrica della misura H-perimetro, ossia

|8D|H(Q):2K1 1 J a™1(X) J var}([xpéz](Qg)a”_l(q),

Py m}z( ey (ong)

dove vm‘X[)(Dx](.Q’qf ) & lusuale variazione 1-dimensionale su Y5 1(.QX ) CR) di
XX © V% Qui, Z,( 0 X) denota liperpiano verticale per pp € G e g- ortogonale ad
Xe lH mentre Kml 1 denota la misura m; — 1-dimensionale della palla di R™ !

(Notare che: 07, (X)|,(Q) =" 1(Z, X)NQ) =H,~ Yz 7,X)nQ).) Tale formula
consente di ottenere dopo un opportuna formulazione geometrlca della nozione di
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H-convessita, la generalizzazione di un classico teorema di Cauchy. Infatti, vale

9D, (G) =

J 0.77/71(p7i( . (D)) 0_27,171 (X)
Kmlfl Py
UH),

per ogni H-convesso D C C. Si & poi generalizzata una ben nota formula di Santalo.
Pil precisamente, se D C G & un dominio C*-regolare e f € L}(THD), si ha

((X)

| remianar = || o300 &y, dedatpi ),

HD H"oD 0

ovedu:=d"®c"m ledos:= 0Dy ® 6" 1. UIH"OD indica I'insieme delle direzioni
orizzontali entranti in D e £,(X) := sup {S € Ry :p5() € D, Vit € (0,5)}. Come corol-
lario di questa formula si sono dimostrate alcune stime dal basso per il primo autovalore
positivo 4; del problema agli autovalori di Dirichlet per il Laplaciano sub-ellittico 4.

2. — Geometria Differenziale delle Ipersuperfici H-regolari.

DEFINIZIONE 2. — Sta V lunica connessione di Levi-Civita invariante a sini-
stra su G relativa alla metrica g. Se X,Y € COC((;,H ), poniamo g
= proj, (VxY), mentrese X, Y € C*(G, )pomamo VXY = proj, (VxY). V7 e VV
sono dette connessioni parZIall V" & detta connessione orizzontale, mentre V' ¢é
detta verticale. Come nel caso Riemanniano, sono immediate le definiziont di
gradiente orizzontale e di divergenza orizzontale (rispettivamente verticale).

Molte questioni della geometria sub-Riemanniana dei gruppi di Carnot si possono
convenientemente formulare in termini della connessione orizzontale V¥. Come
esempio, a partire dalle equazioni di struttura di V si possono dedurre, mediante
proiezione su H, le equazioni di struttura di V* (risp. V").

DEFINIZIONE 3. — Un’ipersuperficie immersa C*-regolare S C G ¢ detta H-
regolare (') o non-caratteristica se H ¢ ovunque trasversa ad S. L’insieme ca-
ratteristico di S, se non ¢ vuoto, ¢ definito come Cs:={peS:dimH,=
= dzm( NT,S)}. Sia v, la normale orizzontale unitaria ad S definita come

by += p’g‘;g’v";{ La definizione ha senso nel complemento di Cs. Se p € S\ Cs, si ha
H, =, ) ® HT,S dove HT),S := (v, ) NH, HT,S é detto spazio tangente oriz-
zontale in pad S Defzmamo qumdz "nel modo ovmo 1 fibrati vettoriali associati
HTS(cC TS) e v,S. V" induce su S una connessione parziale V#s( := ig*™V") re-
lativa ad HTS. Indichiamo con dw,,, Uoperatore di divergenza associato. Su ogni
ipersuperficie H-regolare S, la misura H-perimetro ¢ data dall’integrazione di una

n — 1-forma o, detta forma H-perimetro, definita come g, L_ S := (v, | d")|s.

D’ora in poi sia G di passo 2.8e U cCc Ge aperto pomamo U = UnNS. Useremo
poi la seguente convenzione: I,J,..=1,..,n;1,7,...=1,...m1; a,f,... = mi+
+1,.

(") In [1] si definisce H-regolare ogni ipersupersuperficie che sia localmente il luogo degli
zeri di una funzione C% (funz. C* risp. alle derivazioni in H). Questa nozione differisce da quella
di [1] in quanto S & qui supposta C*-regolare, nel senso usuale.
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Si dice frame adattato ad S tn U ogni frame ortonormale 7 := (7q, ..., 7,) in U tale
che: (7) 1], = v,; (1)) HT,U = span{(t2)p, . (rml)p}(p € L{); (712) 7, := X,. La II*
SJorma fondamentale sub- mecmm(ma di S elamappa "s"y : HT'S x HTS — v, S
datada "s"» (X, Y) (VEY, 0,000 (X Y € HTS). Sia H € v, S la curvatura medw
orizzontale sz cioé la traccia di “s”s. Siha che H = — Zﬂ“ <Vf Vy» Tj)n Uy - Poniamo
Ricy(X) := 2?22 (R(7;,X) 73,0,)5 v, X € v,S), dove R g i temsore di curvatura
Riemanniana. Denotiamo con C® gh operatorl lineari associati alle matrici delle co-
stanti strutturali [Cf 1¢; r—1,...m,

Sel C S é compatto, assumiamo che O sia una C*°-varieta Riemanniana, n — 2-
dimensionale con normale unitaria uscente 7. Allora, per ogni X € C*(S, HTS) vale

la seguente formula di integrazione per parti “orizzontale”

demsX o, J< Z Vg CGUH,X>H s J<X’ 1) |projy vlu o2
u - ou

Ovviamente, da questa si possono dedurre formule di tipo Green. Otteniamo poi la
formula per la variazione prima della forma H-perimetro o, in U secondo un arbi-
trario “vettore variazione” W € X(U). Piu precisamente, si ha

Lyla,) = — J<H, o)t PTG W,y 0 — J<H, o) (P0G W, progy o) o™

u u
. -2
+ [ 0o projol, o2,
au
dove 6”2 & 'usuale misura Riemanniana su 0. Infine, si sono provate le formule per

la variazione seconda della forma H-perimetro. In particolare, la variazione seconda
di g, nell'interno di ¢, lungo la direzione dell’H-normale v,, e data da

50, = [{ = 04, (W) (H W)+ (H WY — (Rica W W) +
u

+|Wx® Z Z [(Vrhrj,vH>[<VrfTh,vH>_<Vr_,-Th>Tj>]+<VUHTL7ff><vijL’UH>}}JH’
h#j=2,....m1 L#1,j

dove si e assunto che W(p) € (v,), U (p € U), e che sptW NU EU.
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