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Metodi per la soluzione di problemi di
ottimizzazione a variabili miste

VERONICA PICCIALLI

Molti problemi del mondo reale possono essere formulati come problemi di ot-
timizzazione con variabili sia intere che continue. In particolare, 'argomento di
questa tesi e la soluzione di una classe di problemi a variabili miste. Tale classe e
molto difficile da risolvere, ma molto importante e presenta le seguenti caratteri-
stiche:

(i) alcune variabili discrete del problema sono categoriche. Per variabili ca-
tegoriche si intende variabili che assumono valori appartenenti ad una lista non
ordinata. Alecuni esempi sono variabili rappresentanti un colore, un materiale o una
forma. Queste variabili sono in genere rappresentate come numeri discreti, ma
questa rappresentazione e priva di significato. Di conseguenza queste variabili non
possono assumere valori intermedi, in quanto in corrispondenza di questi valori la
funzione obiettivo e/o i vincoli del problema possono non essere definiti. Questo
aspetto implica che durante il processo di soluzione queste variabili sono vincolate ad
assumere sempre valori ammissibili e quindi non si possono utilizzare procedure
standard di rilassamento;

(ii) il numero di variabili ed il numero di vincoli non sono fissati, ma sono essi
stessi parte delle variabili del problema. In particolare, queste grandezze sono
rappresentate tramite un vettore di variabili intere, chiamate variabili dimensio-
nali. Il valore di queste variabili determina il numero delle altre variabili, il nu-
mero di vincoli e la struttura dell’intero problema. Anche in questo caso, durante il
processo di soluzione il vincolo di interezza per queste variabili non puo essere
rilassato;

(iii) lafunzione obiettivo e ivincoli non soddisfano nessuna ipotesi di convessita
e questo complica il processo di minimizzazione. In partiolare cio implica anche che il
problema continuo ottenuto fissando le variabili discrete puo essere difficile da ri-
solvere, rendendo complessa I'individuazione di limitazioni inferiori sul valore del-
Pottimo.

Pitu formalmente, il vettore delle variabili di decisione della classe di problemi
considerata e cosi costituito:

(OIS
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dove z € 2™ & il vettore di variabili dimensionali, y € 2% ¢ il vettore di variabili
discrete (categoriche comprese), e x € R"=? & il vettore delle variabili continue.
La classe di problemi che consideriamo ha la seguente formulazione matematica:

1) min f(x,y,2)
zeF,
y e Fy)
x e Fuly,2)

dove F, C 2", F,(2) C 2% Fo(y,2) CR=D e f(-,2) : K= x 2m@ R,

Notiamo che le variabili dimensionali determinano sia il numero delle altre va-
riabili che la struttura dell'insieme ammissibile delle variabili discrete y, mentre
I'insieme ammissibile delle variabili continue dipende sia dalle variabili dimensionali
z che dalle variabili discrete .

I metodi standard di soluzione per problemi a variabili miste non possono essere
utilizzati per risolvere in maniera efficiente il Problema (1), che presenta le ca-
ratteristiche (i)-(iii). Per questo motivo lo studio di nuovi metodi di soluzione per
questa classe di problemi e di grande interesse.

Il primo passo e stato quello di ridefinire alcuni concetti base come quello di
minimo locale (concetto mutuato da [2]) e quello di punto stazionario in modo tale da
poter condurre un’analisi teorica appropriata.

Recentemente é stato proposto un primo schema di algoritmo per una sottoclasse
del problema (1), per cui si dimostra sotto opportune ipotesi la convergenza a punti
stazionari ([2], [1]). L’idea alla base di questo schema algoritmico e quella di alternare
una ricerca locale rispetto alle variabili continue e una ricerca locale rispetto alle
variabili intere. In particolare, il metodo descritto in [2] considera il caso particolare
in cui 'insieme ammissibile delle variabili continue é costituito da vincoli di box ed
utilizza una ricerca locale continua basata sul metodo pattern search introdotto in [5].
Questo approccio viene poi esteso in [1] al caso di funzioni non smooth e insiemi
ammissibili pitt generali con risultati di convergenza pit deboli.

In questa tesi, traendo ispirazione dall’approccio proposto in [2], viene proposto
uno schema algoritmico molto generale per la soluzione dell’intera classe di problemi
descritta dalla (1). Questo schema algoritmico tratta esplicitamente le variabili di-
mensionali e non fa nessuna ipotesi sulla struttura degli insiemi ammissibili. Viene
dimostrata la convergenza globale dello schema algoritmico generale ad un punto
stazionario senza specificare esattamente la procedura di ricerca locale utilizzata, ma
solo le proprieta minime che essa deve soddisfare.

Partendo da questo schema, si possono derivare nuovi algoritmi per la soluzione
di specifiche istanze del problema (1) che sfruttino la struttura specifica dell’istanza
stessa utilizzando la ricerca locale piu adatta alle caratteristiche del problema con-
siderato. Come esempi, in questa tesi sono stati sviluppati tre diversi algoritmi:

— due metodi che utilizzano le derivate prime per la soluzione di problemi (1) nel
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caso particolare

2) min f(x,¥,2)
zeF,
y € Fyz)
x € R

dove il numero di variabili continue 7,(z) € molto grande e 7, = R". In questo caso,
per valori fissati delle variabili discrete si ottiene un problema di ottimizzazione non
vincolato a grandi dimensioni. Traendo ispirazione dai metodi utilizzati in letteratura
per questo tipo di problemi, il primo algoritmo proposto utilizza al suo interno una
ricerca locale che fa uso di una ricerca di linea di tipo Armijo lungo una direzione
«gradient related»([3]), mentre il secondo utilizza una ricerca locale derivata da un
approccio di tipo gradiente coniugato non lineare ([4]). Per entrambi gli algoritmi e
dimostrato che le ricerche locali scelte soddisfano le proprieta necessarie a garantire
la convergenza dell'intero algoritmo ad un punto stazionario del problema (2).

— un metodo che non fa uso di derivate per la soluzione di problemi (1) nel caso in
cui 'insieme ammissibile delle variabili continue é costituito da vincoli lineari

3) min f(x,y,2)
zeF,
y e Fylz)
Aly,2)z < bly,2)

con A(y,z) € R"™W2xm:@ and b(y,z) € R™¥4), Si assume inoltre che non si abbia a
disposizione un’espressione analitica della funzione obiettivo o quanto meno non sia
possibile calcolarne la derivata. In questo caso laricercalocale & basata su unaricerca
di linea che non fa uso di derivate per problemi continui con vincoli lineari ([6]).

Nella tesi viene inoltre considerato un particolare problema reale, riguardante la
progettazione ottima di un apparato per la risonanza magnetica che abbia un’elevata
uniformita del campo magnetico, pur avendo piccole dimensioni. Questo problema
puo essere formulato come un problema (3) in cui le variabili continue presentano
vincoli lineari e la funzione obiettivo ¢ il frutto di una simulazione dell’andamento del
campo magnetico. Non si hanno quindi a disposizione le derivate.

Su questo problema e stato applicato I'algoritmo proposto che non fa uso di de-
rivate con risultati che dimostrano I'efficacia dell’approccio.
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