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Sia K, = (V, E) il grafo completo di ordine n. Si dice 1-fattore di K,, un sottoin-
sieme di £ che partiziona l'insieme dei vertici. Un 1-fattore si puo rappresentare
anche come involuzione priva di punti fissi sull'insieme dei vertici.

Si dice 1-fattorizzazione di K, un insieme di (n — 1) 1-fattori che partiziona I'in-
sieme degli spigoli.

Sia F una 1-fattorizzazione di K,,. Un automorfismo di F e un elemento di Sym(V)
che muta F in se globalmente. Gli automorfismi di F formano un gruppo detto il
gruppo totale degli automorfismi di F e indicato con AutF. La dicitura “un gruppo di
automorfismi” di F indichera un qualunque sottogruppo di AutF. Se AutF & banale,
si dice che F & rigida .

Per ogni intero positivo pari n, si puo costruire una 1-fattorizzazione di K, uti-
lizzando il gruppo ciclico Z,_; delle rotazioni del poligono regolare avente (n — 1)
vertici. Tale costruzione é nota come costruzione di Lucas e la 1-fattorizzazione che
cosi si ottiene viene indicata con GK,,.

Provare 'esistenza di una 1-fattorizzazione di K, per ogni» pari, risulta pertanto
facile. Il problema si complica quando si tratta di stabilire il numero di 1-fatto-
rizzazioni a due a due non isomorfe di K,,. Infatti, sia f(») il numero di 1-fattorizza-
zioni non isomorfe di K,,, si pué dimostrare che f(n) diverge al crescere di n. Il valore
di questo limite mette in luce il fatto che e praticamente impossibile stabilire quante
sono, a meno di isomorfismi, le 1-fattorizzazioni del grafo completo K,,. Tuttavia, se si
richiede che la 1-fattorizzazione di K,, soddisfi particolari condizioni, si possono ot-
tenere risultati di classificazione. Tali condizioni possono riguardare la natura del
sottografo di K, che si ottiene dall’'unione di due o piu 1-fattori distinti. Ad esempio, si
dice che una 1-fattorizzazione F di K,, € perfetta se 'unione di due 1-fattori distinti di
F ¢ un ciclo Hamiltoniano. Esistono famiglie infinite di 1-fattorizzazioni perfette di
K,, quando n = 2p o n = p + 1, dove p € un numero primo. Esistono esempi anche
quando n # 2p,p + 1, ma rimane un problema aperto stabilire per quali valori di n
esistono 1-fattorizzazioni perfette di K,. Le 1-fattorizzazioni perfette non sono le
uniche ad essere studiate in quest’ambito. Si parla infatti anche di 1-fattorizzazioni
uniformi, quast perfette, sequenzialmente uniformi e sequenzialmente perfette.

Altre condizioni che si possono richiedere sulla 1-fattorizzazione possono ri-
guardare le proprieta di simmetria. Per proprieta di simmetria si intendono pro-
prieta riguardanti gli automorfismi della 1-fattorizzazione F in questione.
Attraverso un gruppo G di automorfismi si cerca di conoscere F, sfruttando il fatto
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che G agisce su tre insiemi: I'insieme dei vertici, 'insieme degli spigoli e I'insieme
degli 1-fattori. In altre parole, si puo richiedere che I'azione di G su uno di questi tre
insiemi sia di un certo tipo, ad esempio piu volte transitiva sui vertici, e vedere se
esistono 1-fattorizzazioni di K,, che possiedono un gruppo di automorfismi con tali
proprieta. Inoltre, in un articolo non pubblicato di Cameron, & stato dimostrato che
all’aumentare del numero di vertici quasi tutte le 1-fattorizzazioni di K,, sono rigide.
Cio rende plausibili i tentativi di classificazione delle 1-fattorizzazioni con qualche
proprieta di simmetria.

In questa tesi si studiano le 1-fattorizzazioni F del grafo completo considerando
I'azione sui vertici degli automorfismi di F.

Si dice che una 1-fattorizzazione di K, ha “molta simmetria” se possiede un
gruppo di automorfismi piti volte transitivo sui vertici, ovvero almeno 2-transitivo. Le
1-fattorizzazioni 2-transitive, cioe 1-fattorizzazioni con un gruppo di automorfismi 2-
transitivo sui vertici, sono state completamente classificate in [3].

La condizione di 2-transitivita sui vertici si puo indebolire, richiedendo che la 1-
fattorizzazioni di K,, ammetta un gruppo di automorfismi primitivo sui vertici. Tali 1-
fattorizzazioni si dicono per 'appunto primative.

Ogni 1-fattorizzazione 2-transitiva risulta anche primitiva. Ci si chiede pertanto
se esistono esempi di 1-fattorizzazioni primitive non 2-transitive. In [1] si costruisce
una famiglia infinita di 1-fattorizzazioni di K, primitive, non 2-transitive, quando
n = 2!, per t > 4. La costruzione & di tipo geometrico e si base sul concetto di tra-
slazione mista, che verra introdotto qui di seguito.

SiaF = GF(2) eV = F",lo spazio vettoriale r-dimesionale sul campo F'. Sia W un
iperpiano di V e W = V \ W liperpiano complementare di W in V. Siano w;, w.
vettori linearmente indipendenti in W.

Una traslazione mista € una permutazione involutoria m : V—V tale che
m(x) = x +wq, se x € W, altrimenti m(x) = x + wo.

Si definisce traslazione mista complementare, la permutazione involutoria
m : V—V tale che m(x) = x + ws se x € W, altrimenti m(x) = x + wy.

Poiché m e m dipendono dalla scelta di W, w; e ws, si pone m = My 4, 10, €
m = mW,whwy

Una traslazione mista € una involuzione priva di punti fissi su V, pertanto puo
rappresentare un 1-fattore del grafo completo Ky, ovvero del grafo completo che ha
come vertici gli elementi dello spazio vettoriale V.

Sia 7 un intero positivo tale che » > 4 e » # 6. Sia G l'insieme delle applicazioni
g : V—V tali che g(x) = bx + ¢, con ¢ € V, mentre b € B, dove B & un sottogruppo
del gruppo moltiplicativo GF(2")" tale che |B| divide 2" — 1, ma |B| non divide 2" — 1,
per ogni m < 7. Sidice che |B| = d & un divisore 2-primitivo. Il lemma di Zsigmondy
assicura l'esistenza di un tale divisore per ogni 7 # 6.

E possibile dimostrare che G & un sottogruppo di AGL(V), transitivo su V. Non
solo, G & anche primitivo su V e lascia invariato il parallelismo affine di AG(V), che &
dato dall'insieme delle traslazioni non nulle di V, ovvero dall'insieme 7'\ {idy} =
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{ty : ®—x + a,a € V'\ {0}}. Si puo inoltre dimostrare che G ripartisce T \ {idy} in
orbite di lunghezza d.

Dalle orbite di G su T si costruisce una 1-fattorizzazione F' primitva, non 2-
transitiva, di Ky come segue: si fissa un iperpiano W di V| si scelgono due vettori
linearmente indipendenti di W, w; e ws, tali che le traslazioni corrispondenti, cioé ¢,
e ty,, appartengano a G-orbite distinte, quindi si costruisce la traslazione mista
M = MW 0, 1, POSEO Oy, = Orbg(ty,), per 1 =1,2, e Oy = Orbg(im), si ha che
F' =0, U(T\ {idy} UOy UOy,)).

Resta un problema aperto stabilire se esistono o meno 1-fattorizzazioni primitive
di K,, quando il numero di vertici & diverso da una potenza di 2. Gli unici esempi che si
conoscono in questo caso sono quelli 2-transitivi per n = 6,12 e 28.

Nella tesi si studiano anche 1-fattorizzazioni strettamente transitive di K, ov-
vero 1-fattorizzazioni con un gruppo di automorfismi strettamente transitivo sui
vertici.

I primi gruppi ad essere considerati sono stati quelli ciclici: Hartman e Rosa
hanno dimostrato che per ogni n # 2!, t > 3, esiste sempre una 1-fattorizzazione
ciclica di K, vale a dire una 1-fattorizzazione che ammette un n-ciclo come auto-
morfismo, [4]. Si puo affermare che per ogni » pari esiste sempre una 1-fattorizza-
zione strettamente transitiva di K, poiché per n diverso da una potenza di 2 esiste
una 1-fattorizzazione ciclica, mentre per n = 2¢, t intero positivo, otteniamo una 1-
fattorizzazione strettamente transitiva considerando il parallelismo affine dello
elementare.

Dato un gruppo G strettamente transitivo sui vertici di X,,, & possibile identificare
gli elementi di G con i vertici di K,,. Questo consente di studiare la stretta transitivita
della 1-fattorizzazione all’'interno del gruppo, utilizzando la nozione di starter, [2]. Lo
starter permette di costruire una 1-fattorizzazione che ammette un gruppo G come
gruppo di automorfismi strettamente transitivo sui vertici, una volta note le orbite
del gruppo. Pili precisamente, per costruire una G-orbita di 1-fattori & sufficiente
conoscere alcuni degli spigoli che stanno nell’l-fattore rappresentante dell’orbita.

Nella matematica combinatoria abbastanza frequenti sono i metodi di du-
plicazione: si tenta di costruire una struttura con certe proprieta, partendo da una
struttura piu piccola che gode di quelle proprieta. Nella tesi tale metodo viene ap-
plicato agli starter: dato un gruppo G con un sottogruppo H di indice 2 avente uno
starter, si da una condizione sufficiente affinché G ammetta uno starter contenente
quello di H.

Se G & un gruppo ciclico di ordine 2, ¢ > 3, & impossibile costruire uno starter per
G. Questo segue dal risultato in [4], ma puo essere dimostrato anche attraverso la
definizione di starter data in [2]. Ci si chiede se esistono altri gruppi, oltre ai 2-gruppi
ciclici, per i quali & impossibile costruire uno starter. Nella tesi si presenta una
condizione sufficiente che aggiunge un ulteriore elemento di conferma ai risultati che
suggeriscono il fatto che i 2-gruppi ciclici siano gli unici a non ammettere uno starter.
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Tale condizione si basa sul sottogruppo di Frattini di un gruppo G e da essa siricava
che ogni 2-gruppo non ciclico con sottogruppo di Frattini abeliano elementare am-
mette uno starter.

Altro argomento affrontato nella tesi e quello delle 1-fattorizzazioni live di K,,. In
questo caso ogni 1-fattore viene considerato come permutazione sull’'insieme dei
vertici.

Si dice che una 1-fattorizzazione F di K, e live se per ogni g € F si ha che
9~y € F, per ogni f € F. Tale terminologia & stata adottata per la prima volta da
Cameron, il quale ha anche osservato che il parallelismo affine di AG(d,2), d > 2, &
una 1-fattorizzazione live. Ci si chiede pertanto se esistano altri esempi.

Utilizzando la nozione di traslazione mista, si possono costruire famiglie infi-
nite di 1-fattorizzazioni live di K,,, quando n = 2!, t > 3, [1]. Ad esempio, I'insieme
dato da {mw 4o, 1 W 4y 20 } U {ta : =2 +a,a € V '\ {0,w1,w2}} € una traslazione
mista di Ky.

Rimane un problema aperto stabilire se esistano o meno esempi di 1-fattorizza-
zioni live quando il numero di vertici & diverso da una potenza di 2.
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