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Teoria del grado topologico per una classe di perturbazioni
non compatte di applicazioni di Fredholm

ALESSANDRO CALAMAI

Lateoria del grado topologico rientra nel campo piti vasto dei metodi topologici in
analisi non lineare. Il grado e principalmente uno strumento utile nello studio di
equazioni che coinvolgono applicazioni tra spazi di Banach (o varieta) di dimensione
finita o infinita.

Il lavoro svolto nella tesi ha avuto come obiettivo quello di approfondire ed
estendere alcuni risultati recenti di teoria del grado. Prima di esporre sinteticamente
irisultati ottenuti premettiamo alcuni degli aspetti principali di tale teoria, partendo
da un punto di vista elementare. Dato ¥ € R", consideriamo 'equazione

(1) fw) =y, xelU

dove f & un’applicazione continua a valori in R" il cui dominio contiene I'aperto U di
R". Diciamo che la terna (f, U, y) & ammissibile per il grado topologico in R", soli-
tamente chiamato grado di Brouwer, se I'insieme f~(y) N U & compatto. Ad ogni
terna ammissibile (f, U,y) e possibile associare un intero, deg (f, U, y), che ci per-
mette di ricavare informazioni sull’equazione (1): ad esempio sull’esistenza di solu-
zioni e su come le eventuali soluzioni sono distribuite in U. Il grado puo quindi essere
pensato come una funzione a valori interi definita nella classe delle terne ammissibili.
Elenchiamone alcune proprieta:

o (Normalizzazione) Sia I 'identita in R". Allora
deg (I,R",0) = 1.

e (Additivita) Data una terna ammissibile (f,U,y) e due sottoinsiemi aperti
disgiunti Uy, Uy di U, supponiamo che f~1(y) N U C U; U Us. Allora

deg(f7 va) = deg (f» Ulay) + deg (fa UZay)'

e (Esistenza) Se (f,U,y) e ammissibile e deg (f,U,y) # 0, allora 'equazione
f(x) = y ammette almeno una soluzione in U.

o (Invarianza per omotopia) Date due terne ammissibili (f, U,y) e (g, U, z), un
cammino continuoy : [0,1] — R" tray ez eun’omotopia continua H : U x [0,1] — R"
traf e g, supponiamo che l'insieme {(x, 1) € U x [0,1] : H(x, A) = y(1)} sia compatto.
Allora

deg (f7 U; ?/) = deg (g, []7 Z)
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Le proprieta di normalizzazione, additivita e invarianza per omotopia vengono
dette proprieta fondamentali del grado. Da esse é possibile ricavare una formula
esplicita per calcolare il grado delle terne che appartengono a un’opportuna sotto-
classe di terne ammissibili. Piti precisamente, se (f, U, y) & una terna regolare (cioe f
¢ differenziabile in ogni punto x € f~1(y) N U con f’(x) invertibile), allora vale

(2) deg (f,U,y)= > sign(det f'(@)).

xef Ly)nU

La prima estensione della teoria del grado topologico agli spazi di Banach di di-
mensione infinita risale ad un famoso lavoro di Leray e Schauder (1934) per la classe
dei campi vettoriali localmente compatti (cioé perturbazioni localmente compatte
dell'identita). Successivamente, intorno al 1970, Nussbaum ha esteso il grado di
Leray-Schauder ad una classe pitt ampia di perturbazioni dell’identita in uno spazio
di Banach, considerando applicazioni a-contrattive e a-addensanti (a-condensing).
Tali classi di applicazioni, che contengono quelle compatte, sono definite in termini
della misura di non compattezza a, nozione introdotta da Kuratowski intorno al 1930.
Pili precisamente, Nussbaum in [5] ha definito un grado topologico per perturbazioni
localmente a-addensanti dell’identita, o anche campi vettoriali (localmente) a-ad-
densanti.

Una diversa estensione a dimensione infinita del grado di Brouwer riguarda le
applicazioni (non lineari) di Fredholm di indice zero tra spazi di Banach e cioe
applicazionif : @ — F di classe C?, definite in un sottoinsieme aperto Q di uno spazio
di Banach ¥ a valori in uno spazio di Banach F, tali che il differenziale di Fréchet,
f'(x), & un operatore (lineare) di Fredholm di indice zero per ogni x € Q.

Uno dei vantaggi di considerare le applicazioni di Fredholm — rispetto ai campi
vettoriali — e dovuto al fatto che tali applicazioni operano in generale tra due spazi
diversi. Tuttavia, in questo ambito sorge una notevole difficolta: mentre per spazi (o
varieta) di dimensione finita il concetto di orientabilita e naturale, per quelli di di-
mensione infinita non esiste alcuna nozione naturale di orientazione. Notiamo ad
esempio che non & chiaro come estendere la formula (\refformula-0) in questo con-
testo.

Una prima definizione di grado per le applicazioni di Fredholm di indice zero tra
spazi di Banach é stata data indipendentemente da Caccioppoli (1936) e Smale (1965).
In realta, a causa del problema dell’orientazione accennato sopra, essi definirono un
grado modulo 2 (ossia non orientato). Osserviamo che, anche se questi autori adot-
tarono approcci indipendenti e notevolmente diversi, le classi di applicazioni consi-
derate da Leray-Schauder e Nussbaum da una parte e da Caccioppoli e Smale dal-
I'altra hanno intersezione non vuota. Infatti se k & un’applicazione di classe C* dallo
spazio di Banach £ in sé ed e compatta (o localmente a-addensante), allora I — k &
Fredholm di indice zero.

Molti autori hanno affrontato il problema dell’orientazione e della definizione di
un grado orientato per le applicazioni di Fredholm di indice zero tra spazi di Banach;
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citamo tra gli altri i lavori di Elworthy e Tromba (1970), Mawhin (1972), Fitzpatrick,
Pejsachowicz e Rabier (1990), Zvyagin e Ratiner (1992). Recentemente, Benevieri e
Furi in [1] hanno definito una teoria del grado a valori interi per le applicazioni di
Fredholm basata sul grado di Brouwer per applicazioni tra varieta orientate di di-
mensione finita. Il loro approccio si fonda su un concetto puramente algebrico di
orientabilita per operatori di Fredholm tra spazi vettoriali reali e su un metodo di
riduzione a dimensione finita. Successivamente gli stessi autori in [2] hanno esteso
siail concetto di orientabilita che la definizione del grado alla classe delle applicazioni
quasi-Fredholm, ossia perturbazioni localmente compatte di applicazioni di
Fredholm di indice zero tra spazi di Banach. In questo modo Benevieri e Furi hanno
esteso completamente il grado di Leray-Schauder.

Lo scopo principale di questa tesi e stato quello di costruire una teoria del grado
topologico che comprendesse sia il grado per applicazioni quasi-Fredholm sia il
grado di Nussbaum per campi vettoriali a-addensanti.

Questo nuovo concetto di grado & definito per una classe particolare di pertur-
bazioni non compatte delle applicazioni (non lineari) di Fredholm di indice zero tra
spazi di Banach, chiamate applicaziont a-Fredholm. La definizione di tali ap-
plicazioni e basata su due numeri, a,(f) e w,(f), introdottiin [3], che sono gli analoghi
locali — o meglio puntuali — dei numeri a(f) e w(f) considerati, ad esempio, in [4].
Questi numeri sono associati a un’applicazione f definita in un aperto 2 di uno spazio
di Banach £ a valori nello spazio di Banach F', mentre p e un punto fissato in Q. I
numeri a,(f) e w,(f) — come a(f) e o(f) — sono definiti in termini della misura di non
compattezza a di Kuratowski. Alcune proprieta interessanti di a,(f) e w,(f) sono
state studiate in questa tesi. In particolare, se k & localmente compatta, allora
a,(k) = 0 per ogni p € Q e se g & di Fredholm, allora w,(g) > 0 per ogni p € Q.

Le applicazioni a-Fredholm sono del tipo f = g — k, dove g € Fredholm di indice
zero e la perturbazione k verifica una disuguaglianza locale espressa in termini di
a,(k) e wp(g) e analoga a quella soddisfatta dalle applicazioni localmente a-contrattive
e a-addensanti. Sostanzialmente si richiede che la perturbazione non compatta &
verifichi un’opportuna proprieta di “compattezza relativa” rispetto all’applicazione di
Fredholm g¢.

I1 nostro obiettivo di estendere il grado delle applicazioni quasi-Fredholm e
stato raggiunto in due passi. Per prima cosa abbiamo definito il grado per la classe
dei campt di F'redholm a-contrattivi (che contiene i campi vettoriali a-contrattivi),
e poi abbiamo esteso questa definizione alla classe pit generale dei campi di
Fredholm a-addensanti (che contiene i campi vettoriali a-addensanti). Osserviamo
che i campi di Fredholm a-contrattivi sono a-addensanti.

Lanostra costruzione del grado si basa su una estensione naturale del concetto di
orientazione (vedi [1] e [2]) alle applicazioni a-Fredholm. Piu precisamente, consi-
deriamo la classe delle terne della forma (g, U, k), dove g ¢ Fredholm di indice zero,
f =g — k éun’applicazione a-Fredholm e U ¢ un sottoinsieme aperto del dominio di
f. Diciamo che la terna (g, U, k) & ammissibile se valgono le seguenti proprieta:
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e g ¢ orientata;
e l'insieme delle soluzioni S = {x € U : g(x) = k(x)} & compatto.

La definizione del grado per la classe delle terne ammissibili (nel nostro senso) si
basa su una riduzione al grado per le applicazioni quasi-Fredholm. Tale riduzione e
ottenuta con tecniche simili a quelle usate da Nussbaum nella sua costruzione del
grado per campi vettoriali a-addensanti.

Nella tesi abbiamo dimostrato che il grado ottenuto per i campi di Fredholm a-
contrattivi e a-addensanti verifica le proprieta fondamentali e altre che da esse deri-
vano. Inoltre abbiamo confrontato i risultati ottenuti con quelli degli autori sopra citati
(vedi [2] e [5]). Abbiamo mostrato prima che il grado per i campi di Fredholm a-con-
trattivi estende sia il grado per applicazioni quasi-Fredholm sia il grado di Nussbaum
per i campi vettoriali a-contrattivi, e successivamente che il grado per i campi di
Fredholm a-addensanti estende il grado di Nussbaum per i campi vettoriali a-adden-
santi. Infine abbiamo fornito un’applicazione del nostro grado a un problema di bifor-
cazione per un’equazione differenziale ordinaria con condizioni di periodicita al bordo.

Concludiamo osservando che la tesi contiene anche alcuni risultati su un problema
legato al grado topologico: I'invarianza del dominio. Piti precisamente, il teorema di
mvarianza del dominio fornisce condizioni che assicurano che un’applicazione f — ad
esempio tra spazi di Banach — mandi aperti in aperti (sia cioe aperta). Nella tesi
abbiamo dimostrato che il teorema di invarianza del dominio vale per una classe
particolare di perturbazioni non compatte delle applicazioni (non lineari) di
Fredholm di indice zero tra spazi di Banach. Questo risultato ne generalizza uno
recente (Benevieri, Furi e Pera 2000) per le applicazioni di Fredholm tra spazi di
Banach e uno ottenuto da Nussbaum (1972) per i campi vettoriali a-contrattivi.
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