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Sulle equazioni quasilineari ellittiche
con termini di reazione di tipo polinomiale

ALBERTO FERRERO

1. — Introduzione.

Questa tesi riguarda lo studio delle equazioni quasilineari ellittiche della forma
(1) —Apu :f(u/)

dove con A, u = div(|Vu|m72Vu) denotiamo I'm-Laplaciano degenere mentre con f
denotiamo una funzione dipendente soltanto da u essenzialmente di tipo polinomiale.
Diversi tipi di problemi vengono trattati, sia su tutto R" sia su domini limitati con
condizioni al bordo di Dirichlet e Neumann. In oghuno di questi problemi e stata
introdotta l'ipotesi n > m > 1. Sotto tale condizione risulta ben definito I'esponente

critico di Sobolevm* = ——. Perm = 2, ¢ ben noto che la mancanza di compattezza
n—m

per I'immersione H' C L? e le identita di tipo Pohozaev sono strettamente legate
all’esistenza e non esistenza di soluzioni per equazioni semilineari ellittiche (si veda
[1, 5]). Il nostro obiettivo e quello di chiarire che cosa significhi crescita critica e in che
modo 'esponente critico di Sobolev 2* venga coinvolto. Per capire meglio questi due
fenomeni, ci proponiamo di studiare 'equazione pit generale (1) cercando di spiegare
come lesistenza delle sue soluzioni sia legata all'immersione di Sobolev W™ c L™ .
Nella presente nota ci limiteremo ad enunciare alcuni dei risultati della tesi con-
cernenti l'esistenza e la non esistenza di soluzioni dell’equazione (1) in R". Verra
evidenziato come le ipotesi di tipo sottocriticitd non sono sempre necessarie per
ottenere l'esistenza di soluzioni.

2. — Risultati di esistenza e comportamento asintotico per stati fondamentali
inR".

Consideriamo il problema modello
(2) —dApu =fu) in R".

Ci occuperemo dell’esistenza di stati fondamentali a simmetria radiale di (2) quando
n > m > 1. Con stato fondamentale intendiamo una funzione u € C*(R") non nega-
tiva, non banale, che risolve 'equazione (2) nel senso delle distribuzioni e che tende a
zero per |x| — oo. Poiché da orain poi ci occuperemo soltanto di soluzioni radiali di (2),
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con stato fondamentale intenderemo precisamente uno stato fondamentale a sim-
metria radiale.

E chiaro che i risultati di esistenza dipenderanno fondamentalmente dalla fun-
zione f. In questa trattazione studieremo il caso in cui la funzione f = f(s) sia ne-
gativa in un intorno destro di s = 0 e definitivamente positiva per s grande. Questo
viene di solito chiamato caso normale in accordo con la notazione introdotta in [4].
Nel caso n > m = 2 sono stati dimostrati numerosi risultati di esistenza di stati
fondamentali di (2) ottenuti sia con metodi variazionali sia con 1 cosi detti metodi di
shooting per equazioni ordinarie. L’obiettivo principale e quello di estendere alcuni
di questi risultati di esistenza (si veda H. Berestycki, P. L. Lions, Arch. Rat. Mech.
Anal. 1983) al caso di un qualunque m > 1 (si veda [3]).

Introduciamo ora in modo rigoroso le ipotesi sulla funzione f. Supponiamo che f
sia abbastanza regolare:

Sia F'(s) = f f(t)dt. Supponiamo che valgano le seguenti ipotesi di segno
0

(4) F>0 te f(s)>0Vse[l,0), F(I)=0, F(s)<0 per 0<s<{(.

Infine introduciamo le seguenti condizioni di comportamento asintotico ri-
spettivamente per s — 0" e per s — +oo:

9 0 im

sm' -1 "’ s—too 8T

f(s)

1 =

0.

(5) lim sup

s—0*

A questo punto possiamo enunciare il seguente

TEOREMA 1. — [3] Supponiamo che valgano le ipotesi (3)-(5). Allora esiste uno
stato fondamentale w di (2) tale che w € DV (R").

Nel Teorema 1 abbiamo indicato con D™ (R") il completamento dello spazio
C*(R") delle funzioni C*(R") a supporto compatto rispetto alla norma

1/m
[l prn= ( lew|m dac) vw € C(R").

R"

Vediamo di dare un’idea della dimostrazione. Definiamo sullo spazio D'™(R") i
due funzionali

(6) Taw) = J|Vw|mdac Vi) = JF(w) da;
R R

€ opportuno osservare che il funzionale V potrebbe non essere definito su tutte le
funzioni w € DV(R"). La soluzione dell’equazione (2) verra determinata quale mi-
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nimizzante del seguente problema

(7 min 7'(w)
weK
dove
(8) K = {w e D""(R"), F(w) € L"R"), V(w) = 1}.

L’ipotesi di sottocriticita all'infinito introdotta in (5) risulta essere per certi versi
ottimale. Per chiarire meglio questo fatto consideriamo il problema modello

9) A= —ud+ 4P inR"

con 1 < ¢ < p in modo tale che il secondo membro dell’equazione risulti negativo in
un intorno destro di zero e definitivamente positivo.

Grazie ai risultati di non esistenza contenuti in [4] sappiamo che I'equazione (9)
non ammette stati fondamentali per p > m*. D’altra parte l'esistenza di stati fon-
damentali per p < m* segue immediatamente dal Teorema 1. Il precedente esempio
potrebbe fare pensare che la crescita critica della non-linearita f(u) in (2) sia un
limite invalicabile al di 1a del quale non sia possibile ottenere 'esistenza di soluzioni.
Si tenga presente che p = m* e 'esponente massimale per 'immersione di Sobolev
DZI(;Q"( ") c LL .(R") e che si potrebbero avere problemi utilizzando metodi di tipo
variazionale come quello descritto in (6)-(8). Tuttavia, utilizzando metodi di shooting,
¢ possibile dimostrare esistenza di stati fondamentali di (2) anche per alcune non-
linearita f (1) con crescita critica o supereritica come mostrato nel prossimo teorema.

TEOREMA 2. — [3] Siano 1 <m < r < m* < q. Per ogni ¢ > 0 sia
fils) = —s™ 71 4571 4 gstL,
Allora esiste e > 0 tale che se ¢ < & allora l'equazione
(10) A = f(u) in R"

ammette almeno uno stato fondamentale. Inoltre se ¢ > m* allora esiste ez > ¢ tale
che se ¢ > & allora (10) non ammette alcun stato fondamentale.

Per concludere, nell'ultima parte di questa nota ci occuperemo del seguente
problema modello

(11) — Ay = —oult +uPl in R"

doved >0m>m>lel<qg<p<m.

Si vuole studiare il comportamento asintotico degli stati fondamentali di (11) al
variare di J e p. Sappiamo che (11) ammette un unico stato fondamentale (radiale) per
ogni J, q,p nelle ipotesi sopra riportate (si veda J. Serrin, M. Tang, Indiana Univ.
Math. J. 2000). D’altra parte sep =m*ed > 000 =0e p € (1,m*) allora (11) non
ammette stati fondamentali (si vedano rispettivamente [4] e W. M. Ni, J. Serrin,
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Accad. Naz. Lincei, Atti dei convegni, 1986). Se invece supponiamo che p =m* e
0 = 0 e ben noto che (11) ammette una famiglia di stati fondamentali U, dipendente
dal parametro d > 0 con d tale che Uy(0) = d.

Ci proponiamo di capire che cosa succede agli stati fondamentali di (11) quando
p T m* efoo | 0. Vale il seguente risultato:

TEOREMA3. — [2]Sianol < g < p < m*,0 > 0esiaul'unico stato fondamentale
di (11).

(i) Sia 0 = 1 fissato e sia e = m* — p. Allora esiste una costante v, ,, dipendente
soltanto da n, m tale che

u" = vumdo e |Vul"— v,mdo per &— 0F

nel senso delle distribuziont dove oy e la misura di Dirac concentrata in x = 0.
(i) Sta 0 > 0con 1l < q<p<m* fissati. Allora

sup [u(x)| — 0 per 6 — 0.
xeR"

Si possono osservare nei punti (i), (ii) del Teorema 3 due fenomeni diame-
tralmente opposti: concentrazione della massa della soluzione intorno a x =0 e
schiacciamento a zero rispettivamente pere | 0 e o | 0.

Se invece ¢ | 0 e 0 = Jdg(e) | 0 con Jy(e) scelta opportunamente allora u converge
uniformemente in R" ad una delle funzioni U, precedentemente citate (si veda il
Teorema 7 in [2]). Tale scelta di J4(¢) fa si che i due fenomeni di concentrazione e
schiacciamento si bilancino vicendevolmente.

Il Teorema 3 ha T'obiettivo di dare un parziale chiarimento ai fenomeni di esi-
stenza e non esistenza di stati fondamentali nelle situazioni limite sopra descritte.
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