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1. — Cenni preliminari sui giochi cooperativi.

Fissiamo preliminarmente le definizioni di base e la notazione standard relativa ai
giochi cooperativi ad utilita trasferibile ad » persone, tratta da [5].

Chiamiamo N = {1,...,n}, con n < oo, I'insieme dei giocatori e qualsiasi sottoin-
sieme di N (compreso N stesso e tutti i singoletti in N) sara detto una coalizione.

DEFINIZIONE 1. — Un gioco cooperativo ad utilita trasferibile ad n giocatori ¢ una
funzione v : 2N —R, tale che v(() = 0.

Intuitivamente, la funzione caratteristica v assegna ad ogni coalizione S C N il valore
di tale coalizione nel gioco.

Introduciamo ora la notazione mutuata da [3], ossia chiamiamo:

S(s, 0) 'insieme delle ( ) coalizioni da s giocatori;

S(s, +1%) I'insieme delle (" 1) coalizioni da s giocatori che comprendono I'i-esimo ele-
mento;

S(s, —1) 'insieme delle (" 1) coalizioni da s giocatori che non comprendono 1’i-esimo
elemento.

Tutti questi insiemi sono ordinati secondo 'ordine lessicografico, e chiamando S;(s, k)
il j-esimo elemento dell'insieme S(s, k), con k = 0 0 k = 1, 7 € N, diamo le seguenti defi-
nizioni:

DEFINIZIONE 2. — Per ogni coalizione S C N, l'essenzialita e(S) ¢ il numero:

e(S) :=v(S) = Y w({i}).

€S
In particolare, e;(s,k) := e(S;(s,k)), per ogni s€ N, k=-n,—n+1,...,-1,0,
1,...,n—1,n.
DEFINIZIONE 3. — Per s = 1,...,n, l'essenzialita media delle coalizioni da s gio-
catori e:
1 O

= e(s,0).

(’f) p=
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DEFINIZIONE 4. — Pers =1,...,net € N, l'essenzialita media delle coalizioni da s
giocatori non comprendenti I’i-esimo é:

T,
als, —1) == —— e;(s, —1)
( s ) j=1
DEFINIZIONE 5. — Pers =1,...,net € N, l'essenzialita media delle coalizioni da s
giocatori comprendenti I’i-esimo é:
(i)
a(s, +1) == < Z e;(s, +1).
(s—l) j=1
DEFINIZIONE 6. — Dati gli interi non negativi q, wy, . . . , Wy, CON

n
0<q§2wj, fori=1,...n,

j=1
denotiamo con v = [q; w1, . .., wy] il gioco a maggioranza pesata su. N definito da
1 se w(S) > ¢q
v(S) = VSCN,
0 se w(S) < q

dove w(S) = > w;.
eS8
In questa definizione w; & la dotazione in voti dell’i-esimo giocatore (o partito), e g & la
quota di maggioranza che una coalizione deve raggiungere per vincere. Per evitare che un
gioco a maggioranza pesata risulti banale, & preferibile assumere che nessun giocatore
abbia la maggioranza assoluta da solo, vale a dire supporre che w; < q per ogni¢ € N.

2. — Indici di potere.

Gli indici di potere si possono considerare dei vettori di utilita in R", dipendenti dalle
immagini della funzione v, che quantificano il potere di ogni singolo giocatore di formare
una coalizione vincente. I principali indici di potere sono l'indice di Shapley-Shubik, in-
trodotto inizialmente da L. S. Shapley nel 1953 ([7]), e quello di Banzhaf-Coleman, defi-
nito dall’avvocato J. F. Banzhaf IT1 nel 1965 ([1]). Altri importanti riferimenti bibliografici
riguardanti le assiomatizzazioni, le proprieta e le applicazioni di questi indici di potere si
possono trovare ad esempio in [2] e [4]. Ricordiamo le loro definizioni originali:

DEFINIZIONE 1. — I valore di Shapley di un gioco ad n persone v : 2N —R é il
vettore ®(v) = (D1 (v), Po(v), ..., P, (v)), dove:
—s)l(s — 1! .
b)) = > M(U(S) —v(S\ {i}),

|
ie$, ScN n

e |S| = s, per ogni coalizione S C N.
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DEFINIZIONE 2. — Il valore di Banzhaf di un gioco ad n persone v é il vettore:

) = (B, ), ...,B,w), dove B;(v)= v(ln\/) - 0; 7

e dove

3. — Nuove rappresentazioni per gli indici di potere.

Basandosi sulle definizioni precedenti di essenzialita medie, si puo ricavare una nuova
rappresentazione per f(v)

ProOPOSIZIONE 1. - Il valore di Banzhaf di un qualunque gioco cooperativo ad n
persone v st puo esprimere con la formula sequente:

(i[() 020", Jats, 0] + 2" i)

fito) =~ ,
3 (S [E)ate, 0~ 2 ats, )] + 20t )
J=1 \s=
VieN.
DIMOSTRAZIONE. — Cfr. [6], pp. 491-492. [ |

Una conseguenza di questa riformulazione ¢ la possibilita di esprimere, in maniera
piuttosto semplice, anche I'indice di Banzhaf nei giochi a maggioranza pesata tramite le
cardinalita degli insiemi di coalizioni vincenti. Essendo i giochi a maggioranza pesata
giochi in (0,1)-normalizzazione, in questo caso viene considerato 'indice di Banzhaf nor-
malizzato.

TEOREMA 2. — Lindice di Banzhaf normalizzato f(v) di un gioco a maggioranza
pesata v = [q;wy, . . ., wy,] ST puo esprimere come segue:

n—1

Bi(v) =

n+nn§K(SO Zi(wzll{ )

s=2 J=1

V1€ n, dove
K(s, —1) := #{S € S(s, —1) : w(S) > ¢},

VseN,Vi=0,1,...,n

DIMOSTRAZIONE. — Cfr. [6], pp. 492-493.
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REMARK 1. — Questa nuova rappresentazione ha delle ricadute positive sul costo
computazionale per un eventuale calcolo dellindice di Banzhaf nel caso in cui il nu-
mero di giocatort coitnvolti sia molto grande. In un processo algoritmico basato sulla
SJormaula originale di Banzhaf che richiedesse la memorizzazione di tutti 1 valori v(S)
delle coalizioni, ci sarebbe bisogno di memorizzare ben 2" —n — 2 valori. Invece, grazie
alla formula sopra descritta bastano n? —n — 2 dati da memorizzare: ad esempio, solo
nel caso n =6, la formula originale richiede 56 valori, mentre la nuova soltanto 28.
Allaumentare di n, aumenta evidentemente il risparmio computazionale.

Un altro importante valore di potere & il valore di Myerson (cfr. [4]), che corrisponde al
valore di Shapley per giochi ristretti a grafi, ossia in cui non tutti i giocatori possono
formare coalizioni con chiunque, ma sono in qualche modo “legati” da alleanze preco-
stituite. Riporto di seguito solo la nuova rappresentazione, rimandando a [6] per tutta la
dimostrazione e per esempi di applicazioni.

PROPOSIZIONE 3. — Dato il gioco a maggioranza pesata v = [q; w1, . .., w,], e v” il suo
corrispondente gioco ristretto al grafo su un insieme stabile F associato ad un grafo
G = (N, E), se per ogni S € S(s,+1) \ F, 0 Cx(S) = () oppure nessuna componente di S
i F e una coalizione vincente, allora il valore di Myerson per l'i-esimo giocatore e dato
dalla formula sequente:

n—1

. l B a]:(S, 0) U deg ws(l)
1 (v) = n s + 82:2:8(8 — 1)(7@;1) ’

DIMOSTRAZIONE. — Cfr. [6], pp. 503-504. [ |
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