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Metodi del Gradiente Proiettato per
problemi quadratici e loro applicazioni
nell’addestramento di Support Vector Machines

THOMAS SERAFINI

1. — Introduzione.

La presente tesi € composta da due parti principali. La prima parte riguarda i
metodi del gradiente proiettato (GPM, Gradient Projection Methods) per la solu-
zione di problemi di programmazione quadratica vincolata. Nonostante la loro
semplicita, questi metodi hanno ricevuto recentemente molte attenzioni grazie a due
miglioramenti che ne hanno aumentato notevolmente l'efficienza: 'introduzione di
un passo di linesearch, che ha permesso di globalizzare la convergenza del metodo, e
una nuova categoria di regole per la selezione del passo basata sulle regole di
Barzilai-Borwein. L’obbiettivo della prima parte della tesi e quello di analizzare i
recenti miglioramenti sia dal punto di vista delle proprieta teoriche che riguardo alle
prestazioni computazionali. Le dimostrazioni di convergenza globale saranno fornite
per tre diverse strategie di linesearch e, nel caso della linesearch monotona, sara
fornita una stima della velocita di convergenza. Sara anche presentata una estensiva
analisi computazionale che mettera a confronto le diverse combinazioni di regole per
la selezione del passo e di linesearch. Particolare attenzione & dedicata alla de-
scrizione di nuove scelte adattive di lunghezza del passo, che si sono mostrate par-
ticolarmente efficaci se combinate con la linesearch monotona. La prima parte della
tesi si conclude con un’analisi delle proprieta di identificazione dell'insieme attivo dei
metodi GPM.

La seconda parte della tesi riguarda gli aspetti numerici legati al’addestramento
delle Support Vector Machines (SVM), una particolare metodologia di ap-
prendimento automatico. L’addestramento di una SVM richiede la soluzione di un
problema quadratico vincolato di grandi dimensioni e denso. A causa delle sue di-
mensioni, i metodi di risoluzione standard risultano scarsamente efficienti e rendono
impossibile la risoluzione di problemi massivi sugli attuali calcolatori. In questo la-
voro sara presentato un algoritmo di risoluzione, chiamato tecnica di decomposi-
zione, il quale suddivide il problema originale in una sequenza di sottoproblemi pit
piceoli. Le implementazioni esistenti della tecnica di decomposizione suddividono il
problema in sottoproblemi molto piccoli, nell'ordine di O(10), in modo che possano
essere risolti efficacemente anche con risolutori quadratici generali. Verra pre-
sentata un’implementazione della tecnica di decomposizione basata su problemi di
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dimensione nell’ordine di O(10%); per poter risolvere efficacemente questi sotto-
problemi, verranno utilizzati i metodi del gradiente proiettato studiati nella prima
parte della tesi. Questo approccio € chiamato Gradient Projection Decomposition
Technique (GPDT) ed é confrontato con i principali software di addestramento di
SVM attualmente allo stato dell’arte. La caratteristica principale del GPDT é che
risulta essere particolarmente adatto ad un’implementazione parallela poiche, con-
frontato con gli altri software, & in grado di operare su blocchi computazionali pit
grossi. Saranno presentate I'implementazione parallela (chiamata PGPDT) e una
sperimentazione numerica esaustiva, e sara mostrato che con questo approccio e
possibile addestrare Support Vector Machines con data set massivi in tempi ragio-
nevoli.

2. — Metodi del Gradiente Proiettato.

In questa sezione consideriamo il problema di programmazione nonlineare

(1) min f(x)
xeQ
dove
e f:R"—R e definita su un insieme aperto contenente Q e ha derivate parziali
continue;

e Q C R"™ ¢ un insieme ammissibile non vuoto, chiuso e convesso definito da
vincoli semplici.

Chiamiamo g;, := Vf(x) il gradiente della funzione obiettivo. Lo schema generico
del metodo del gradiente proiettato & descritto nell’Algoritmo 1.

Diverse versioni del metodo del gradiente proiettato possono essere im-
plementate combinando diverse regole di selezione del passo e di linesearch. Tra le
regole di linesearch possiamo citare le seguenti: la linesearch monotona & definita
come:

A = arg min f(x; + Ad},)
2€[0,1]
e impone la decrescita della funzione obbiettivo ad ogni interazione. La linesearch
nonmonotona e descritta dal seguente test di accettabilita:

(6) Fep + Ady) < fr + 72 grdy, 7 €10,1[,
Un contributo originale della tesi riguarda consiste nel seguente risultato di

convergenza:

TEOREMA 1. — Nel caso di una funzione obiettivo quadratica, consideriamo un
metodo del gradiente proiettato in cui al punto 3 e utilizzata una linesearch mo-
notona o nonmonotona e la lunghezza del passo usata al punto 4 ¢ tale che
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0 < tin < 0 < Gmae- Sta {x;} la sequenza generata dall’algoritmo. Allora, ogni

punto di accumulazione X di {x;} ¢ un punto di stazionarietd vincolata.

Algorithm 1 — Metodo del Gradiente Proiettato

STEP 1. Inizializzazione. Siaxy € 2, 0 < Omin < Gmax, @0 € [Omin, 0max]; Sia k = 0.

STEP 2. Proiezione. Termina se x;, soddisfa un creiterio di arresto; altrimenti calcola
la direzione di ricerca

2) di = Polxy — arg;) — Xy

STEP 3. Linesearch Caleola

3) X1 = Xp + Apdy, A € (0,1],

dove 4;, € una lunghezza di passo determinata da una procedura di linesearch.

STEP 4. Aggiornamento. Calcola ax,1 € [Omin, Omax); € k < k + 1 e vai al passo 2.

Algorithm 2 — GPDT (Gradient Projection Decomposition Technique)

STEP 1. Inizializzazione. Sia V) un punto ammissibile per (7), sia 7y Un intero tale
che n > ny, > 2; poni k — 1. Si scelgano arbitrariamente n, indici per
l'insieme B.

STEP 2. Soluzione del sottoproblema quadratico. Mediante un metodo del gradiente

proiettato calcola la soluzione a{ ! del problema

.1 r
min 5 a}(Gpp + tl)ag + (GBNaf\[ —1- w%”) a5

2
4) sub. to Z Yil; = — Z yiak,
i€B ieN

0<aq;<C VieB

(k+1) (k+1)7 “”T)T.

e poni a =(ag", ay

STEP 3. Aggiornamento del gradiente Aggiorna il gradiente

® o) = gla) + | 0] (ol - )
G s

e termina se %V soddisfa le condizioni KKT.

STEP 4. Aggiornamento B. Seleziona un nuovo insieme di indiei B.
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3. — Addestramento di Support Vector Machines.

L’addestramento di una Support Vector Machine puo essere ricondotto alla ri-
soluzione del seguente problema di programmazione quadratica vincolata:

1 N
2aTGa — Zai
=1
subjto yTa=0
0<a;<C, vi=1,...,N

min  f(a)

()

dove G ¢ la matrice Hessiana densa. La risoluzione di questo problema e stata af-
frontata mediante una tecnica di decomposizione in cui un metodo del gradiente
proiettato e stato utilizzato come risolutore interno, come descritto nell’Algoritmo 2.
L’implementazione cosi ottenuta, chiamata GPDT, O stata confrontata con i prin-
cipali software esistenti (SVM'" LIBSVM) e ha presentato tempi di adde-
stramento molto competitivi. Inoltre, un contributo della tesi e quella di presentare
un’implementazione parallela dell’algoritmo che permette di sfuttare le risorse di
caleolo di sistemi multiprocessore. Il software prodotto € disponibile alla pagina
http://dm.unife.it/gpdt.
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