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1. — Introduzione.

I gruppi in cui ogni sottogruppo & normale sono detti gruppi di Dedekind e sono
stati studiati e completamente descritti da R. Dedekind, E. Wendt e R. Baer. In
seguito, M. D. Pérez-Ramos ha studiato i gruppi finiti con esattamente due nor-
malizzanti e ne ha descritto la struttura. S. Camp-Mora ha poi generalizzato il ri-
sultato di Pérez-Ramos al caso di gruppi localmente finiti. Nel caso generale, i gruppi
con un numero finito di normalizzanti sono stati caratterizzati da M. Tota come i
gruppi centrale-per-finito. Inoltre, nello stesso lavoro, & stato esteso il risultato di
Camp-Mora al caso di gruppi arbitrari con due normalizzanti, e sono state studiate le
proprieta dei gruppi con tre e quattro normalizzanti.

D’altra parte J. Poland e A. Rhemtulla (cfr. [4]) hanno provato 'esistenza di un
limite inferiore per il numero v(G) delle classi di coniugio dei sottogruppi non-nor-
mali, in un gruppo nilpotente finito, in termini della classe di nilpotenza di G.

TEOREMA 1. — (Poland e Rhemtulla) Siano G un gruppo nilpotente finito, non
di Dedekind, avente classe di nilpotenza c, e v(G) il numero delle classi di coniugio
dei sottogruppi non-normali di G. Allora v(G) > ¢ — 1.

Relativamente allo stesso problema, ristretto al caso dei p-gruppi finiti, L.
Legarreta (cfr. [3]) ha provato il seguente risultato:

TEOREMA 2. — (Legarreta) Siano G un p-gruppo finito, non di Dedekind, e
k = log,(|G'|). Allora v(G) > ke, sep # 2, v(G) > plk —1)+ 1.

Partendo da questi risultati, si & pensato, in collaborazione con N. Gavioli, L.
Legarreta e M. Tota, di studiare le classi di coniugio dei normalizzanti in un gruppo e,
in particolare, di limitarne il numero.

2. — Normalizzanti e classi di coniugio.

In primo luogo (cfr. [1]) si sono cercate le condizioni necessarie per ottenere
I'uguaglianza tra il numero dei normalizzanti, che sara indicato con s(G), ed il numero
delle classi di coniugio dei normalizzanti, w(G); in altre parole si sono cercate ipotesi
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sotto le quali ogni normalizzante € normale. Ovviamente 'uguaglianza in questione
non vale in generale ma, per i gruppi che soddisfano la condizione sui normalizzanti,
cioe per i gruppi in cui ogni sottogruppo proprio e propriamente contenuto nel suo
normalizzante, sussiste il teorema seguente.

TEOREMA 3. — Sia G un gruppo che soddisfa la condizione sui normalizzanti.

1. Se w(@G) < 3 allora s(G) = w(G).
2. Sew(G) = 4allora s(G) < 5e, se Gnon ha quozienti :somorfi a Ce x Co, allora
st ha s(G) = w(G).

Inoltre, per i p-gruppi finiti, il precedente risultato puo essere migliorato:

TEOREMA 4. — Sia G un p-gruppo finito.

1. Se w(G@) < p + 1 allora s(G) = w(G).
2. Se w(G) = p + 2 allora s(G) = w(G) oppure s(G) =2p + 1.

Gli esempi che seguono mostrano che tutte le situazioni descritte sono verificabili.
Il primo caso si riferisce al Teorema 3 e al Teorema 4 per i 2-gruppi. Il secondo,
invece, mostra che non é possibile trovare una limitazione migliore neanche per i p-
gruppi con p primo dispari.

ESEMPIO 1. — Se SD1g = {(a,b | a® = 1 = b%,a" = a®) allora w(G) = 4 ¢ 5(G) = 5.

ESEMPIO 2. — Se G = (z,y|a? =y =1,2¢ = z'*?) allora o(G)=p+2 e
s(G)=2p+ 1.

3. — Classi di coniugio di normalizzanti.

Un altro obiettivo e stato la ricerca di un limite, nei p-gruppi finiti, per il numero
delle classi di coniugio di normalizzanti (cfr. [2]). Chiaramente, ad ogni classe di
coniugio K di sottogruppi non normali di G corrisponde la classe di coniugio p(K) dei
normalizzanti di tali sottogruppi. Tenendo conto del fatto che G & sempre un nor-
malizzante, le limitazioni che ci si aspetta saranno maggiorate di un’unita rispetto a
quelle di v(G).

In generale 'applicazione p non & iniettiva ed un controesempio mostra che non &
possibile trovare limitazioni analoghe a quelle del Teorema 2, se non sotto ulteriori
ipotesi.

ESEMPIO 8. — Se G ~ Qo0 allora o(G) = 2n —5 =2(n — 3) + 1.

TEOREMA 5. — Sita G un p-gruppo di classe massimale e ordine p", G # Qan.
Allora G ha almeno p(n — 3) + 2 classt di coniugio di normalizzanti.
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E comunque possibile limitare o(G) in funzione della classe di nilpotenza di G e
trovare un analogo della minorazione che Poland e Rhemtulla (Teorema 1) avevano
trovato per v(G).

TEOREMA 6. — Se G ¢ un p-gruppo finito (p dispari) con classe di nilpotenza c,
allora o(G) > c.

4. — Classi di coniugio di centralizzanti.

Lo studio di classi di coniugio & proseguito considerando i gruppi con un numero
finito di classi di coniugio di centralizzanti di elementi (cfr. [5]).

DEFINIZIONE 1. — St dira che un gruppo G ha n classi di coniugio di cen-
tralizzanti (G € I'y) se esistono n elementi, x1 € Z(G), x2,...,2, € G\ Z(G), tali
che {Csy) |y € G} = {Cqxy)? | g € G, i €{1,...,n}}. Sidird che un gruppo G ha
un numero finito di classi di coniugio di centralizzanti (G € I') se G € I, per
qualche numero naturale n > 1.

Poiché ogni gruppo centrale-per-finito (|G : Z(G)| < co0) e chiaramente in I, si e
cercata una classe di gruppi per cui fosse possibile invertire tale risultato. Si ha:

TEOREMA 7. — Sia G un gruppo con un numero finito di classi di coniugio
di centralizzanti, (G € I'). Se G ¢ nilpotente, allora G ¢ centrale-per-finito
(1G : Z(@)] < o).

Sono stati poi considerati i gruppiin I",,. Ovviamente, gruppi in /"1 sono tutti e soli
gli abeliani. Per quanto riguarda i gruppi con al pit due classi, un risultato inte-
ressante si e ottenuto limitandosi ai gruppi G che non sono unione dei coniugati di un
loro sottogruppo proprio (G € W).

TEOREMA 8. — Sia G un gruppo con al piu due classi di coniugio di cen-
tralizzantt (G € I'1 U Ts). Se G € W, allora G ¢ abeliano.

Anche per i gruppi che sono sia in I's che in W e stato ottenuto qualche risultato
significativo, in particolare per i gruppi finiti con tre classi si sono ottenute infor-
mazioni sulla struttura. Inoltre, poiché da un teorema di Ito discende che tali gruppi
sono risolubili, & stato altresi possibile limitare la loro lunghezza derivata:

TEOREMA 9. — Sia G un gruppo finito in I's. Allora vale una delle sequenti
proprieta:

1. G ¢ metabeliano
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2. % ¢ un gruppo di Frobenius con nucleo p-gruppo abeliano elementare e

complemento ciclico.

In ogni caso, G ha lunghezza derivata al piu tre.
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