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Una formula di tipo Gross-Zagier
per una certa funzione L p-adica anticiclotomica

STEFANO VIGNI

Sia E/F una curva ellittica definita sul campo di numeri F e sia L(E/F,s) la
funzione L complessa associata ad E/F. Se E(F) ¢ il gruppo abeliano dei punti F-
razionali di ¥ (detto gruppo di Mordell-Weil), il ben noto Teorema di Mordell-Weil
assicura che E(F) e finitamente generato, e lo studio del rango di E(F') costituisce il
problema centrale nella teoria aritmetica delle curve ellittiche. A tal proposito, la
Congettura di Birch e Swinnerton-Dyer (per comodita citata nel seguito come
“congettura BSD”) afferma, nella sua forma pit semplice, che

(1) rk,E(F) = ords_1 L(E/F,s).

In questa direzione, un risultato fondamentale di Gross e Zagier ([3]) stabilisce che se
E & definita su Q e K & un opportuno campo quadratico immaginario allora

2) L'(E/K,1) = c - hlog),

dove ¢ € una costante non nulla, h & Ialtezza di Néron-Tate su E(Q) e ag € un certo
punto di Heegner in E(K). In particolare, L'(E/K,1) # 0 se e soltanto se ax ha pe-
riodo infinito in £(K). Combinando la 2 con i risultati ottenuti da Kolyvagin (teoria
coomologica dei sistemi di Eulero) e con la modularita delle curve ellittiche razionali
(provata da Wiles in [5] e dalla sua scuola), si riesce a dimostrare la BSD nella forma 1
per tutte le curve ellittiche £/Q tali che ord;—1 L(E/Q,s) < 1.

Mentre la congettura BSD originale e formulata a partire da funzioni analitiche in
senso classico (ossia su C), il punto di partenza del nostro lavoro di tesi e invece la
teoria di Bertolini e Darmon dei cosiddetti analoghi p-adici anticiclotomici della BSD,
espostain [1]. In questo importante lavoro, Bertolini e Darmon sfruttano le proprieta
aritmetiche di particolari sistemi di punti di Heegner (e di Gross) su curve di Shimura
per definire funzioni L p-adiche associate a una curva ellittica £/Q, aun primop e a
un opportuno campo quadratico immaginario K. Il passo successivo e la formulazione
di una serie dettagliata di congetture di tipo BSD, che rappresentano la naturale
controparte “anticiclotomica” delle congetture di BSD p-adiche di Mazur, Tate e
Teitelbaum ([4]). Il risultato principale della nostra tesi &€ un analogo della relazione 2
per una certa funzione L p-adica costruita secondo la proposta di Bertolini e Darmon.

Descriviamo adesso brevemente il lavoro svolto. Sia £/Q una curva ellittica di
conduttore N e siap > 2 un primo di riduzione moltiplicativa spezzata per E. Questa
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condizione assicura l’esistenza di una successione esatta di moduli di Galois
0—g” — 0 —E(D,)—0,

che esprime l'uniformizzazione p-adica di Tate dei punti locali di £. Tale uni-
formizzazione e definita sopra Q,, e ¢ € pZ, — {0} & il periodo moltiplicativo di Tate
di £ in p. Sia poi K un campo quadratico immaginario (con anello degli interi algebrici
Ok) tale che (disc(K), N) = 1, il primo p si decompone in K e le seguenti condizioni
sono soddisfatte:

1. se un primo / & inerte in K allora /2 | N
2. il numero dei fattori primi di N che sono inerti in K e pari.

Siano quindi N~ il prodotto dei fattori primi di N inerti in K e Nt := N/N—,
sicché ogni primo che divide N* si decompone in K. Sinoti che p|N*. Indichiamo con
B Talgebra di quaternioni su Q di discriminante N~, che & unica a meno di iso-
morfismo. La condizione 2 implica che B € indefinita, i.e. B ®o R = My(R): fissiamo
un isomorfismo fra queste due algebre, che implicitamente identifichiamo. Nella
terminologia adottata in [1] siamo nel caso “split indefinite”.

Come illustrato in [1, §1.3], alla fattorizzazione N = N*N~ & associata una su-
perficie di Riemann compatta Xy~ y-, detta curva di Shimura di discriminante N~ e
livello N*. Se R = Ry+n- €l'ordine di Eichler di livello N* in B definito come in [1,
§1.1], R! & il gruppo delle unita di norma 1in R e H := {z € C | Im(z) > 0} & il se-
mipiano complesso superiore, si ha che Xy y- = R!'\'H, con I'azione di R! su H in-
dotta dall’azione di SL2(R) per trasformazioni di Mébius. La curva proiettiva Xy+ y-
(che coincide con la curva modulare Xo(IV) se N~ = 1) € naturalmente definita su Q,
ed ammette un’interpretazione come spazio di moduli di opportune superficie abe-
liane a moltiplicazione quaternionica con struttura di livello. Infine, la corrispon-
denza di Jacquet-Langlands per forme automorfe e la modularita di £ assicurano
l'esistenza di una “parametrizzazione modulare”

g Pic (XN#,N*) —» K

definita su Q, che supporremo fissata una volta per tutte.

Sia ora K. /K la 7,-estensione anticiclotomica di K: si tratta dell'unica esten-
sione galoisiana di K diedrale su Q tale che G, := Gal(K./K) = 7,. Scriviamo
K. = U K, con G, :=Gal(K,,/K) = 7,/p"7. Nella definizione della nostra “fun-

n>1
zione” L p-adica un ruolo fondamentale & giocato da particolari punti di Heegner su
Xn+n- (esuE). Vediamone rapidamente la definizione. Per cominciare, se n € N sia
Op 1= 7 + p"Ok lordine di Og di conduttore p”. Per ogni % > 0 esistono immer-
sionif : K— B tali che f"1(R) = O, dette immersioni ottimali di O, in R, e a meno
di coniugazione per elementi di R vi ¢ un numero finito di immersioni di questo tipo.
Per f come sopra, indichiamo con la stessa lettera anche l'estensione C =
K ®o R—By = M>(R). Allora f(C*) c GL; (R) agisce su H, e la sua azione ha un
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unico punto fisso 77 su H; inoltre I'immagine [z7] di 7y sulla curva di Shimura
Xy+n- = R'\'H dipende solo dalla classe di coniugazione di f modulo R*. Diremo
che [7¢] e un punto di Heegner di conduttore p” su Xy+ y- associato a K. La teoria
della moltiplicazione complessa permette di concludere che il punto [z¢] & definito
sopra il ring class field H,, di K di conduttore p". Come sottolineato in [1, §2.4], e
possibile selezionare un sistema compatibile {x,} di punti di Heegner su Xy+ y-; in
questo caso, 'aggettivo “compatibile” indica che i punti «, soddisfano particolari
relazioni nel gruppo Div(Xy+ x-) esprimibili in termini di traccia galoisiana e azione
di operatori di Hecke. Poniamo quindi y,, := ng(x,) € E(H,) per ognin > 0, e infine
oy = Try, /k, Waw) € E(K,) per ognin > 1, ove d(n) := min{m € N | K, C I1,}.

Seguendo [1], introduciamo la nostra funzione L p-adica 2, (E/K) come segue.
Conservando la notazione adottata in precedenza, sia

Oy = Z agb & ot € EK,) ®7 71G,] C E(Ky) ®7 7[Gy]

ocGy,

per ogni n > 1. Poiché gli elementi 0,, sono compatibili rispetto alle proiezioni na-
turali, possiamo dare la seguente

DEFINIZIONE 1. — L’elemento

ZpE/K) =1im0, € E(K.) ® Z[G]

¢ la funzione L p-adica anticiclotomica associata a E'/K.

Sia I, I'ideale di aumentazione in 7Z[G,], i.e. il nucleo della mappa di aumentazione
71Gy)7 tale che y,—1. Se p € N, diciamo che 'elemento 6,, st annulla di ordine
almeno pse 0, € E(K..) ® I,,, e diciamo che Zp(E/K) st annulla di ordine almeno p
se 0, si annulla di ordine almeno p per ogni n > 1. L’ordine di annullamento di
7 »(E/K) e il pitl grande p tale che 2 ,(E//K) si annulla di ordine almeno p. Come
conseguenza formale delle definizioni si prova innanzitutto la

ProposITION 1. - ord Z,(E/K) > 1.

Motivati dalla Proposizione 2, concentriamo la nostra attenzione sulla “derivata
prima” di #,(E/K), che definiamo come la sua proiezione %;, (E/K) sul quoziente
EK,) @I/ ovel := lim7,, & lideale di aumentazione in Z[Gx].

Sia ag := Try, k(o) € E(K) il “punto di Heegner elementare” su £, e definiamo
Pinvariante ¥ associato a £ come
_ recy(q)
~ord,(q)

L (E) : ,
dove g ¢ il periodo di Tate di Z'in p, rec, : Q; — Gal(K/K) = 7, & (essenzialmente)
la mappa di reciprocita in p della teoria locale dei campi di classe, e ord, e I'usuale
valutazione p-adica. Enunciamo adesso il risultato principale della tesi.
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TEOREMA 1. — A meno di un fattore non nullo esplicitamente calcolabile, l'u-
guaglianza
(3) SIEIK) = &(E) - ag

e valida in E(K) @7 Q.

E evidente che la relazione 3, che esprime la derivata 9(;) (E/K) in termini del
punto di Heegner ag, rappresenta effettivamente un analogo della formula di Gross e
Zagier per la funzione #,(E/K). Si osservi che ¥, (E) & un invariante non nullo della
classe di QQp-isogenia di E, e ricorda da vicino I'invariante 2, () definito da Mazur,
Tate e Teitelbaum in [4]. Ancora, Z’;, (E/K) = 0 se ax & di torsione.

La dimostrazione del Teorema 2 distingue due casi: ax non di torsione e ax di
torsione. Nel primo caso, sfruttando risultati ormai classici di Kolyvagin sul gruppo
di Mordell-Weil e sul gruppo di Shafarevich-Tate di £/ K si prova che il pro-p-gruppo
di Selmer S, (£/K) di £/ K, limite proiettivo rispetto alla moltiplicazione per p dei p"-
gruppi di Selmer di E/K, € uno Z,-modulo libero di rango uno. Tale modulo si
identifica con E(K) ®v, Z,. D’altra parte, argomenti di tipo coomologico e geometrico
(buona riduzione in caratteristica p dei punti di Heegner a,,) mostrano che la derivata
prima %;, (E/K) vive naturalmente in S,(&/K), da cui si deduce 'esistenza di una
costante p-adica « tale che %;, (E/K) =Kk - ag in E(K) ® Q. Infine, si “forza” la co-
stante x ad avere la forma richiesta applicando opportunamente la teoria di
Jochnowitz delle congruenze fra valori speciali di funzioni L, e pili precisamente i
recenti risultati di Bertolini e Darmon sulla congettura principale di Iwasawa per
curve ellittiche su 7-estensioni anticiclotomiche (cf. [2]).

Concludiamo osservando che 'annullamento di 7, (E /K) quando a ¢ di torsione
& equivalente all’annullamento di certe classi di coomologia di Galois definite in
termini di “derivate di Kolyvagin” dei punti di Heegner a,, la cui dimostrazione si
affronta con tecniche algebriche dovute sostanzialmente a Kolyvagin.
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