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Sottovarieta Lagrangiane di Bohr-Sommerfeld
e nucleo di Szego equivariante

MARCO DEBERNARDI

1. — Introduzione.

La tesi ha motivazioni fisico-matematiche, che provengono dalla teoria della
quantizzazione geometrica.

In meccanica classica, lo stato di un sistema e rappresentato da un punto in una
varieta simplettica, ovvero una varieta M differenziabile dotata di una 2-forma
chiusa e non-degenere Q2. La quantizzazione geometrica associa al sistema meccanico
classico un sistema quantistico, costituito da uno spazio di Hilbert H, tale che alle
osservabili classiche (che sono funzioni su M) corrispondano degli operatori su H.

Molti problemi nella teoria della quantizzazione vengono studiati dal punto di vista
“semi-classico”, ovvero cercando di capire quali oggetti geometrici corrispondano agli
stati quantistici quando si valuta il limite %z — 0. In particolare, utilizzando 'ap-
prossimazione WKB, si vede che al limite semi-classico di stati quantistici corri-
spondono delle sotto-varieta Lagrangiane su M, unitamente a semi-densita su di esse.

D’altra parte, il principio di incertezza indica che i luoghi piu piceoli dello spazio
delle fasi di un sistema che hanno significato fisico sono le sue sottovarieta
Lagrangiane. La categoria delle sotto-varieta Lagrangiane corrispondenti a stati
quantistici & quella delle “sottovarieta Lagrangiane di Bohr-Sommerfeld”.

2. — Breve riassunto.

Si consideri una varieta M compatta, complessa, proiettiva, di dimensione com-
plessa n, dotata di una forma di Hodge Q, ovvero di una forma di Kéhler tale che la
classe di coomologia [2] siaintera. In tal caso, esiste un fibratoinrette z : (I; ) — M
hermitiano ampio, tale che la curvatura dell’'unica connessione compatibile sia —27i (2.
Tale fibrato si dice “fibrato quantizzante”, e lo spazio di Hilbert associato alla teoria
meccanica su M & lo spazio delle sezioni olomorfe H = H°(M;L%*), dove
L% =L @ ...® L (k volte). L’intero k rappresenta, nella teoria quantistica, I'inverso
della costante di Planck. Esso & dotato di un prodotto hermitiano “L?”, dato da

1) (518200 = J HE¥ (1 (m); s m)AV,
M
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per ogni s, ss € H(M; L®*), dove dV & la forma di volume su M indotta dalla forma
di Kéhler.

Per meglio studiare lo spazio H = H(M; L®*), pud essere conveniente inter-
pretarlo in modo differente. Sia L* il fibrato duale di L, con la corrispondente metrica
hermitiana duale (che verra indicata ancora con k), e sia X C L* il corrispondente
fibrato in cerchi unitario. Siindica con a la 1-forma di connessione su X. X & un fibrato
in cerchi su M, e 'azione di S! su X si indica con ryx = e, x € X, ¢ € S'. Si in-
troduce il fibrato in dischi D = {v € L* |h(v;v) <1}, con X = ID. Lo spazio di
Hardy H(X) & I'L?-completamento dello spazio dei valori al bordo delle funzioni
olomorfe su D che stiano in L2(X).

Si ha la seguente decomposizione:

+00
() HX) = (P H(X),
k=0

dove Hi(X) = {f € HX)|f(rgx) = e*f (x)}.

Si verifica che ¢’@ un’equivalenza unitaria tra H(M; L) e H.(X), intesi come
spazi muniti dei rispettivi prodotti scalari L.

Si indica con 7}, : L*(X) — H(X) il proiettore di Szegé, che & la proiezione or-
togonale su H;(X), rispetto al prodotto Hermitiano definito in L?(X).

Si consideri ora una sottovarieta Legendriana immersa7: A — X. Questo si-
gnifica che 1(71) ¢ orizzontale e di dimensione massima possibile n. Le sottovarieta
Lagrangiane di Bohr-Sommerfeld (B-S) sono le proiezioni su M di sotto-varieta
Legendriane in X.

La quantizzazione geometrica di sotto-varieta di B-S & stata, in particolare, af-
frontata in [1], utilizzando la teoria degli operatori di Fourier-Hermite. Pit preci-
samente, ogni semi-forma liscia su 4 determina una semi-forma generalizzata su X
che rappresenta, in pratica, una distribuzione delta a supporto contenuto in 4.

Nella presente tesi viene studiato anche il caso equivariante, in presenza del-
I'azione olomorfa di un gruppo di Lie compatto e connesso, utilizzando semi-densita
invece di semi-forme.

Sia dunque (4; A) una sotto-varieta Legendriana compatta, immersa in X, dotata
di una semi-densita liscia A. Essa individua in modo unico una semi-densita gene-
ralizzata J,4, su X, avente supporto compatto contenuto in /.

Se IT:L*X)— H(X) & la proiezione ortogonale rispetto al prodotto LZ, e
T}, : L*(X) — H(X) &laproiezione su H;(X), & possibile estendere in modo continuo
IT per costruire I1(d,,). Esso, pero, non sta in H(X), bensi in Hy(X). Tuttavia,
uy, = I1;(0,4;) € un oggetto che stain H(X). Lateoria di[1] descrive il comportamento
asintotico della successione {u;}, legandolo alla struttura geometrica locale di 4.

Nel caso equivariante, si consideri un gruppo di Lie G connesso e compatto, di
dimensione reale g, avente algebra di Lie G. Supponiamo che G agisca in modo olo-
morfo ed Hamiltoniano su (M;2), in modo tale che esista una mappa momento
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@ : M—G" equivariante, che soddisfi la proprieta

Inoltre, 0 € G* deve essere un valore regolare per tale applicazione.

Si suppone in aggiunta che l'azione di G si linearizzi ad L, e che la metrica
Hermitiana % su L sia G-invariante. In questa situazione, abbiamo una decomposi-
zione unitaria di H'(M; L=*) rispetto alle rappresentazioni irriducibili di G:

(4) H'(M; L) = @5 H'(M; L)

w varia nell'insieme dei pesi massimali, e quindi indicizza tutte le possibili rap-
presentazioni irriducibili V, di G. Per ogni w, H'(M; L=*)_, & isomorfo a una somma
diretta di un numero finito di copie dello stesso V.

Se {u;.} € H'(M; L) & 1a successione associata alla coppia (1, 1), si ha per ogni k
una decomposizione uj, = @y, dove Uy € HOM; L) E stato studiato, in
particolare, il comportamento asintotico della successione uy.,, per w fissato e
k— + oo.

TEOREMA 1. Sia M una varieta complessa compatta proiettiva, di dimensione
complessa n; sia G un gruppo di Lie di dimensione reale g che agisce su L.
Sopponiamo che 0 € G* sia un valore regolare per la mappa momento @. Sia 4 C X
una sottovarieta Legendriana compatta, trasversale a ' (@7(0)). Siano A una semi-
densita liscia su 4 e @ un peso massimale per G. Se {u;... } € la componente di d 1, in
HX ke € HX), e A = AN 7 1(@71(0)), allora:

i) sex¢ (S! x G)- A, allora U € rapidamente decrescente per kK — + oo;
ii) se x€(S"xG)- A, siano (hj;9;) gli elementi di (S!xG) tali che
X = (hj;gj) .x € A'. Allora:

(5) Ui @) ~ Ca(, j, g) - k= + OG5

Il termine C; é calcolato esplicitamente, ed e una somma di addendi corri-
spondenti agli elementi (%;;9;) € (S x @) tali che xj = (hj;9;)-x € A'. Esso risulta
essere, inoltre, inversamente proporzionale alla cardinalita dello stabilizzatore di
n(x) e al volume effettivo Vg (n(x)), che & il volume Riemanniano dell’orbita conte-
nente 7(x).

Sia ora m = n(x), w € T,,,(M). A meno della scelta di un sistema di coordinate

locali, ¢ ben definito il punto —i—ﬂ. E stato analizzato il termine del primo

vk

ordine dello sviluppo asintotico di {uk;w (x—i—%)} quando w e fissato e

k — 4 oo. Questo ci fornisce precise indicazioni sul comportamento della suc-
cessione .., in un intorno di A'.
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Si ha:

(6) Ujeroo (90 + %) ~ Co(w; x; k,w) - K7+ L.O.T.,
dove L.O.T. indica genericamente termini di grado inferiore in k.

Un’applicazione del risultato ottenuto si trova nel seguente problema. Siano
A; 2 C X due sottovarieta Legendriane compatte con semidensita liscie su di esse, 4
e o, rispettivamente. Se u;.., € V., sono le due successioni associate, si vuole studiare
il comportamento dei prodotti L? (U Vier)-

Si dimostra che:

e Se S'xG)- HnXna (P 10) = 0, allora (Wi Vi) € rapidamente de-
crescente per k — + oo.

e Se (S'xG)-A & trasversale a 2 N7n 1(@71(0)), allora esiste uno sviluppo
asintotico

g _gif
(7) (uk;w; vk;w) ~ k g/)() + E k g2 pf
f>1
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