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Existence d’une solution stationnaire d’un systeme
d’équations d’un fluide visqueux compressible
et calorifere modélisant la convection.

RACHID BENABIDALLAH - LYNDA TALEB - HisA0 FuJiTA YASHIMA

Sunto. — Si considera il sistema di equaziont per il moto convettivo stazionario di un
flwido comprimibile viscoso e termoconducibile con la condizione al contorno per la
temperatura vicina alla distribuzione idrostatica. Utilizzando il teorema del punto
fisso di Schauder in un opportuno spazio di Sobolev si dimostra lesistenza di una
soluzione di questo sistema di equazioni nella vicinanza dello stato idrostatico.

Summary. - We consider the equation system for the stationary convective motion of a
viscous and heat-conductive compressible fluid with the boundary condition of the
temperature near the hydrostatic distribution. By using Schauder’s fixed point
theorem in a suitable Sobolev space we prove the existence of a solution of this
equation system in the neighbourhood of the hydrostatic state.

1. — Introduction.

Comme on le sait bien, la convection de I'air joue un des roles essentiels
pour des phénomeénes atmosphériques et météorologiques. Mais il reste dif-
ficile a décrire de maniere satisfaisante la convection de ’atmosphere (voir par
exemple [8], [13]). Méme si nous considérons le mouvement d’un gaz renfermé
entre deux plans horizontaux, si la température comme la densité y varie
sensiblement, I'analyse de I'’équation du mouvement du gaz présente de sé-
rieuses difficultés.

Le présent travail a pour but de contribuer a la modélisation mathématique
de la convection atmosphérique, en analysant un systeme d’équations aux déri-
vées partielles décrivant le mouvement d’'un gaz visqueux et caloriféere, soumis a
la force gravitationnelle en présence d’une distribution non-homogene de la
température. Plus précisément nous considérons le systéme d’équations

1.1 p -V —nav — AV(V -v) = =RV (pT) — gpés,

(1.2) V- (pv) =0,
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8—77+c(v-v)2

;v 2 55V - 1;) o

1.3) Cypv- VT — kAT +RpTV -v = ”Z(ax -
] 1

dans le domaine
={xeR®|0<as<h},

ou v = (v, V2, v3) représente le vecteur vitesse, p la densité, T' la température, p
la pression, 7 et { les coefficients de viscosité, x la conductibilité thermique, g
I'accélération gravitationnelle, €3 = (0,0, 1), Cy la capacité calorifique a volume
constant et R la constante universelle du gaz, tandis que 1 est donné par
A =%n+ ¢ dans (1.1)-(1.3) nous avons supposé que la pression p est donnée par

la loi valable pour le gaz parfait

(1.4) p=RpT.

Pour la construction de ce systéme d’équations, on peut consulter par
exemple [7].

Pour faciliter 'obtention d’un premier résultat sur la convection, nous sup-
posons que toutes les fonctions, données ou inconnues, sont périodiques de pé-
riode 27 par rapport aux coordonnées x; et xs, de sorte que, dans le traitement
mathématique, le domaine se réduit a un domaine relativement compact

Q=20 x10,hl,

ou Q' est le tore de dimension 2. On désignera, 14 ou il n’y a pas de risque
d’équivoque, par «’ le point générique de 2!, de sorte que x = (', x3) € Q si
0<a3 <h.

Pour le systeme d’équations (1.1)—(1.8) nous considérons les conditions aux
limites

6%'

1.5) 1)|x3:0 =0, vg‘ﬂb’gih = 6_903 ‘903:}% =0 (1=1,2),
1.6) T, 0) = To(x') = Ty + &) T(@' h) =T — L
. ) 0 0 ) ) 0 R T CV )

oll &(x) est une fonction définie sur /. Le probleme doit étre complété par la
condition

1.7 f px)dx = M,
Q

ol M, est une constante positive. Nous supposerons que Ty et M, sont suffi-
samment grands et que &(x’) est suffisamment petit.
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Le résultat principal de notre travail, énoncé dans la forme d’un théoréme
d’existence, nous montre qu'une distribution non-homogeéne de la température
autour de T sur le fond {x3 = 0} peut engendrer un mouvement de convection
stationnaire dans un état proche de I'état hydrostatique (relatif a la température
Ty sur {x3 = 0}) caractérisé par la distribution de la densité p(x3) et de la
température T),,(x3) données par

_ _ g3 & = = g
1.8 = 0O1—-—=—>"")F, Ths =T —
1.8) Prs(@3) = Pps(0)( To® + CV)) 1s(23) "R+ 0y

(avec py,,(0) déterminé par [ p, (x)dx = M,).
Q

Cette relation est étroitement liée a la transformation adiabatique. Si on
utilise 'exposant de 'adiabatique

R
1.9) r=t L

. . o Cp s e .
qui peut étre exprimé également par y =0 avec la capacité calorifique a
4
pression constante Cp, les fonctions p,, (x3) et T),s(x3) sont exprimées par

1
. _ _ y—1 =t _ _ y—1
1.8)bis Xr3) = 01— "—gx , Ths(es) =Ty — 3.
(1.8) Prs(@3) = Pys( )< yRTog 3) ns(@3) = To R g3
. 5 . 7
I1 est bien connu que413 valeur de y est 3 pour les gaz monoatomiques, 5 pour
les gaz biatomiques, 3 pour les gaz triatomiques (pour les relations entre R,

Cp, Cy et y et la transformation adiabatique, voir par exemple [5]). Dans le
présent travail nous allons démontrer notre résultat mathématique dans la
condition

(1.10) l<y<?2.
2. — Résultat principal et préliminaires a la démonstration.

Le résultat principal de ce travail est le théoréme suivant.

THEOREME 2.1. — Si Ty et M, sont suffisamment grands et si ||| H3@) €5t
suffisamment petit, alors le probleme (1.1)-(1.3), (1.5)-(1.7) admet au moins une

solution v, T, p) € H3(Q) x H*(Q) x H*(Q).

La solution (v, T, p) dont l’exiitence est énoncée dans le théoréme 2.1 sera
trouvée dans un voisinage de (0, T, p,) (voir (1.8) ou (1.8)bis), ou, du point du
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vue technique, dans un voisinage de (0,7,p), T et p étant des fonctions de ré-
férence définies a leur tour dans un voisinage de 75 et de p,,. Nous posons en
effet

2.2) TG/ g) = Thslag) + (1= 52 )o@,

N A€
23) P ms) = O, =g
oll

P

Ths(g))™™ 17
2.4) Cu, = M,,{ (_/“ma)»dx} .

T, w3)
Comme on peut constater facilement par des calculs élémentaires, on a

(1 - 2)s()

0 — 0 —
2.5 —RpT)=0 1=1,2, ——RpT) —pg = gp—
2.5) 8%i( pT) a%3( pT)—pg =gp T).(oa)

)

@6 CypVT - RTVp=®+Cypv((1- 7)) + éng—Z (1-%)e

Posons maintenant
2.7 Iw) =T@) - T®), o) = pa)—px).
On remarque que, en vertu de (1.2) et de (2.6), on a
2.8 Cypv - VT + RpTV -v=v-[CypVT — RTVp]

_ = . _% 9P (1 %
=R+ Cy)ymw - V(A h)8)+v3 T, (1 h)e

+2v-(CyloVT +pVI + oV — R[IVp + T Vo + IVa)).
Compte tenu de (2.5) et (2.8), le systeme d’équations (1.1)—(1.3) pour les in-

connues (v, T,p) se transforme en le systeme d’équations pour les inconnues
(v, 4,0)

2.9) —nAv — ANV(V -v) + RV (6T + pd) + goés = F(v, 9, 0),
(2.10) V- (ov) = -V - (),

2.11) — k49 = G, 9, 0),

ou

212) Fw,d,0)=—(p+o)w -Vv—RV(ed + g = P (1 — @>e(ac’) @3,



EXISTENCE D’UNE SOLUTION STATIONNAIRE D'UN SYSTEME ECC. 1105

o oy 2 o
@213) G0 —’72 (52 + 8zi—§5ljv-v)a—g+é(v-v)2
' i i

(1)) - o5 (120 7 (1)

+v - (R[IVp + TVo + IVa] — CyloVT + ﬁV& +aVd)).

D’autre part, il est clair que J et o doivent satisfaire aux conditions

2.14) I ppmo = Iy = 0,
(2.15) [ o@x =0
Q

tandis que v doit satisfaire a la condition (1.5). De cette maniére le probleme
(1.1)-(1.3), (1.5)-(1.7) est transformé en le probleme (2.9)-(2.11), (1.5), (2.14)—
(2.15).

Du point de vue mathématique, la démonstration du théoréme 2.1 s’appuie sur
les techniques développées dans 1'étude des équations d’'un gaz visqueux, en par-
ticulier celles du travail [11], qui a démontré 'existence d’une solution stationnaire
d’un systeme d’équations analogue a (1.1)—(1.3) avec la pression p donnée par une
forme assez générale (au lieu de (1.4)) mais avec les données de la température sur
la frontiére proches d’une constante (au lieu des données proches d’'une distribu-
tion hydrostatique) (pour les probléemes connexes, voir aussi [12]).

3. — Position des équations linéarisés et estimation de 9.

L’existence d’une solution du probléme (2.9)-(2.11), (1.5), (2.14)—(2.15) sera
démontrée par 'application du théoréme du point fixe de Schauder appliqué a un
opératuer non-linéaire @ donné par la résolution d’équations linéarisées. Pour
définir 'opérateur @ on pose

H3(Q) = {v e H3(Q; R®) | v satisfait 4 (1.5)},
Hi(Q) = {8 H(R)| & satisfait & (2.14) },
H%Q) = {oc € HX(2;R)| ¢ satisfait & (2.15) }.
On a alors les lemmes suivants.
LEMME 3.1. — Soit (v/,¢,0") € H3(Q) x HX(Q) x HX(Q). L’équation
3.1 — k48 =GO, I, a")

admet une solution 9 et une seule dans H %(Q).



1106 RACHID BENABIDALLAH - LYNDA TALEB - HISAO FUJITA YASHIMA

LEMME 3.2. — Soit (v',d,0") € Hi([)) X H%(Q) X H?(Q). Soit 9 € H%(Q) la
solution de (3.1) obtenue dans le lemme 3.1. Alors l'équation

3.2 — Ay — AN (V -v) = —RV(c'T +p3) — go'és + F(W', &, ¢")

admet une solution v et une seule dans H 3 Q).

LEMME 3.3. — Soit (v,d,0") € H3(Q) x H%(Q) x H2(Q). Soit v € H¥(Q) la
solution de Uéquation (3.2) obtenue dans le lemme 3.2. Si k est un nombre suf-
fisamment grand, Uéquation

3.3 k(e — ')+ V - (ov) = =V - (pv)

admet une solution o et une seule dans H ?(Q).

Les lemmes 3.1 et 3.2 sont des résultats classiques bien connus. Pour la dé-
monstration du lemme 3.3 on consultera par exemple [1].

Grace aux lemmes 3.1-3.3 on peut définir 'opérateur & : H 3(9) x H %(Q) X
H%(Q) — H3(Q) x HAQ) x HX(Q), en posant pour (', ,0") € H3(Q) x H3(Q) x
HA(Q)

3.4) o, d,0') = 0,8,0) € H3(Q) x HX(Q) x HX(Q),

ol v, d, o sont les solutions des équations (3.1)—(3.3) obtenues dans les lemmes
3.1-3.3.

Pour que le théoréme du point fixe de Schauder puisse étre appliqué a @, il
faut établir des estimations adéquates des solutions J, v, des équations (3.1)—
(8.3). Nous nous limitons ici a établir 'estimation de &, en renvoyant au para-
graphe suivant les estimations de v et de ¢, qui exigent un traitement plutot
complexe.

LEMME 3.4. — Soit (v',,0") € H3(Q) x H3(Q) x H3(Q). Alors la solution
deH %(Q) de Uéquation (3.1) obtenue dans le lemme 3.1 vérifie linégalité

3.5) ||?9||H2(Q) < Cl(H?/HHZ(Q) + H&/HHQ(Q) + ||0/||H2(Q))2
+ Cl”v/||H2(Q)||79/||H2(Q)||a,”H2(Q) + 1L+ |1V [| gz el gzerey
avec une constante positive cy.
DEMOSTRATION. — Lemme résulte immédiatement de la théorie classique des

équations du type elliptique (voir par exemple [6], [10]) et de I'expression de
GW,d,d") (voir (2.13)). a
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4. — Estimations de la solution v, ¢ des équations linéarisées.

Dans ce paragraphe nous allons établir des estimations des solutions v et ¢
des équations (3.2) et (3.3). Ces estimations, obtenues en utilisant des idées de
[4] et [11], constituent le point crucial de la démonstration de notre résultat.
En effet, nous en déduirons qu’il existe un sous-ensemble borné B de
H3(Q) x HX(Q)x € HXQ) tel que &(B) C B.

11 est bon de rappeler que les lemmes 4.1-4.9 seront démontrés sous I’hy-
pothése

(4.1) T, et M, sont suffisamment grands et ||| Hi@) est suffisament petit.
C’est-a-dire, il existe trois constantes positives ¢cr, ¢,, ¢. telles que, si
4.2 To>er, M,>¢,  |elmsan <G,

alors les inégalités énoncées dans les lemmes 4.1-4.9 soient vérifiées. Or, pour ne
pas alourdir I'exposition, on ne répétera pas cette mention dans ’énoncé des
lemmes et on le rappelle dans la démonstration quand il est nécessaire. En outre,
on utilisera les inégalités

Ty+c<dTd,  lelmon +c<c

pour a > 0, k = 0,1,2,3, valables pour T, suffisamment grand et ||| H3@r Suf-
fisament petit, sans les citer explicitement; il ne sera en effet pas difficile de
comprendre leur utilisation sous-entendue.

Quant au nombre k£ qui figure dans (3.3), comme on a vu dans le lemme 3.3, il
peut étre choisi a notre gré pourvu qu’il soit suffisamment grand. Il nous con-
viendra de poser

_Eél . R — _y—l 71
4.3) ka, 51’7+)LCMW<T0 T)R gh> .

ol ¥ est un nombre convenablement grand, vérifiant en particulier 'inégalité

_ y—1 1
4.4) K>16(1—=—gh| .
T()VR
Dans I'énoncé des lemmes 4.1-4.9 on désignera par C} (k=1,---,9) les
constantes qui dépendent de €2 mais ne dépendent ni de 7' ni de M, (pourvu que
Ty et M, soient plus grands qu'une certaine constante) et par C;, (k = 1,---,9) les

constantes qui dépendent de Q, de Ty et de M,. D’autre part, dans la démons-
tration de chaque lemme, si on n’a pas besoin de les préciser, on désignera par Co
les constantes qui ne dépendent ni de T ni de M, et par C(p) les constantes qui
dépendent de T et/ou de M, .
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Pour faciliter le calcul avec lequel on tirera des lemmes 4.1-4.9 une estimation
globale de v et de g, dans 'énoncé des lemmes 4.1-4.9 on écrira les normes de v et
de o au carré dans le premier membre de 'inégalité et les normes de v’ et de ¢’ au
carré dans le second membre. Les termes contenant & et les termes a une
puissance plus élevée, y compris ||F ||%z(9) et |F ||?{1(Q>, seront écrits dans le second
membre.

Finalement, pour simplifier la notation, on notera || - ||z et || - ||zm (m =1,2,3)
au lieu de [| - {| 120 et [| - [ ng)-

LEMME 4.1. — Soit (v/,&,0") € H3(Q) x H3(Q) x HX(Q). Soient v et o la so-
lution de Uéquation (3.2) et celle de (3.3) obtenues dans les lemmes 3.2 et 3.3 avec

k satisfaisant a (4.3)—(4.4). Alors on a

45) LIVl + 519 ol +#] (5 )

<H (G,

DEMOSTRATION. — Si on multiplie (3.2) par R~'v et (3.3) par T
integre sur ©, on obtient
2 ky/TN\}
23l (5) g

L2

= Cy(T§ = Do’ lI72 + CLUF |7 + 0] g5 o ]172) + Call S 7.

p loetsionles

(4.6) —||w||L2+ e v||L2+2H( )%(J—a) ’

=31G)<l,

L2

+Zlq,

T —

I =—| =(c—d")V-(pv)da, I =— T(Vlogﬁ-v)a’dx—— o'vgdae
5 / =
[SzlfF.Q)dx—f—fﬁ'ﬂV-vdﬂc ]4=—fzJV'(UU)d90~

RQ Q 7 2 P

En rappelant (4.1) et les expressions de T et de p, on voit que ||V log p||,~ est
assez petite de sorte que

lv- Vlog pl7: < [ VollZ:;

done, compte tenu aussi de (4.3)—(4.4), on a

heb| 5o

||TpHLm||v q;||L2+ H( )
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|0V

I < 19l + Callo' I,

||V 7)||L2 + ||V7)HL27

Is < CallFI + OIS + 1o [0l + LV -0l

16R |

Quant au terme Iy, on a
1 (T 1 T
L= =3 [ S|of(V - 0o+ fv(t) ~vlatdz < Collv)ysllo||?
2’ 2 Q p

Si on adjoint ces estimations des termes I, (¢ = 1,2,3,4) a (4.6), on obtient

2

Mo, 3 o ki T\
(47) EHVUHLZ +EHV1}”L2 +§H(E> g 12)

*2”( )%0, i

Ceci étant, on considere I'équation

2 2 (= 2
, + Callo' Iz + 1Fllze + [0l gsllollze) + COI S 7

V- ¢ = 0-/7 (0‘903:0 = ¢|w3:h =0

avec ¢’ vérifiant (2.15). D’apres le théoreme de Bogovskij ([2]) il y a une solution ¢
telle que

4.8) ol < Callo"|| e

Si on multiplie (3.2) par ¢ et si on 'integre sur €, il n’est pas difficile de voir, grace
a (4.1) et (4.8), que

@9  Tgllo'l7: < ComlVollze + AV - olZ: + |IF 72 + ColId 7,

C;, étant une constante.
Si on adjoint (4.9) multipliée par (41?()}2)71 a (4.7), on obtient (4.5). O

LEMME 4.2. — Soient v, 4, o', v et o comme dans le lemme 4.1. Alors pour
1=1,20ma

1
@10) 2173kl + 510, vuywH( ).l

L2

Tz 2 s
<#| (f)zama'HLZ + Cylllo" 72 + IF UG + ol 1 Vo7 + Col S

DEMOSTRATION. — On applique I’
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(8.3), on les multiplie par R~'9,,v et Tp~'0,,0 respectivement et on les intégre
sur Q. Puisque 9,,v satisfait aux conditions aux limites (1.5), en les intégrant par
parties et en utilisant la relation

f [(a@v )0, (To") — %(az,v (), a} do = — f % 0,V - (50)(Ds,0 — ,,6") du
Q

Q

_ _ 1
+[ @100V vdo+ [T (@, 10g D)V -0 +=0,,(v- V)| 0,,0'de,
Q Q P

on obtient
@1y Lvouf+ v @xlv)nmzu( )% y
i 1 4
2H< ) ouel], 2”( ) 0o’ i2+q21]q’
ou

T
I = _ft(axio' - axrzo-l)aﬁczv - (po)dz,
A

I = f % [ami (T [(axi log PV - v + %ax,., - vp)} ) + 0,0V v+ 2

i O, O, v3 | dic,
Q

Iy = f [(a V- 0)0,,(P8) — F axlaw}d ILi=— ] %(a@a)awV-(av)dx.
Q Q

Compte tenu des expressions de p, T et k et de (4.4), sous I'hypothese (4.1), de
maniére analogue a la démonstration du lemme 4.1 (en particulier pour /1), on a

L R W L GO R M

I < gp I Vaulfy + Callo'lie, Is < g VOl + Call Pl + COISlfn-
6R 6R
Quant au terme I, on a
1
I =— 2 |a%a| (V- 0)da + = f (v ) 0], 02dx f (0, 0)V - (60, v)da

2
< Callvllgs I Vallz.-

Donc de ces inégalités pour I, (¢ = 1,2,3,4) et de (4.11) on déduit (4.10). O
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LEMME 4.3. — Soient v/, &, o', v et o comme dans le lemme 4.1. Alors on a

2
2 2 2 =22
Ty ||0x0ll2 — Cs Z IV Ozl — C3T o =[|v]|zp
i=1

(4.12) (r + 1)0270)

— — 2 B
< @ = 100, T 100} + GV I + CoIF + 13150 + Gl | Vo
ol

o
(4 13) /_ _ R TO - /y_Rgh =1
. T y+ 2 T() .

DEMOSTRATION. — A l'aide de I'identité
A'Ug = a%‘gv -+ 8961 (8:017)3 - a%‘glvl) + a.%‘g(a.%‘zvg - 8x3v2)7
de (3.2) on tire

414  9,V-v=— nTn/l(a“@“l V3 — O, 01) + Oy (D, V3 — Oy v2))

/! T _Jd /_
0 Oy, —1—77_'_/10 )

R R
L /laxs(ﬁé?w—]7 T0,,0' + Fs.

+ 4 n+a

Si on applique l'opérateur différentiel % aux deux membres de (3.3) et y sub-
3

stitue 'expression de 9,,V - v donnée ci-dessus et si, en les multipliant par 9,,0,
on les intégre sur £, on obtient
R 5
(4.15) f [k(axﬁ — 04,6")(O,0) + —ﬁT(8x3o’)(8xsa)] de="Y I,
2 n+ 4 =

oll

1 _
[#Ro'0..T + go'Or0)de,

I =-
n+29

1 _ _
lr=:77 Qf P(Fs = ROy, (p&))(Or, 0)dl,

Iy =

7 ) fﬁ(axga)(a$1 (806‘17)3 - 89037)1) + axz (a:cgv?) - a%‘ng))dm
ﬂ+AQ

Iy = _f (8903(7) . Vﬁ) + (awg,l—))v . v))(axga)dx
Q

Iy=— f (0, 0)V - (9, (0)) e
Q
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En utilisant 'identité

1+a 5, 1 a9
(a — b)a + aab = 5 a” + 5 a 5 b

et en tenant compte de (2.2), (2.3) et (4.1), on a

[ 40,0 — 01,070,0) + % PT(0,,6")(0ry0)] dav

Q

k+51 k— 51 k— o,

2 2
”ala ”L2 + ”89030- - aﬂﬂsa’“LZ’

10s0172 -

ou 07 est le nombre donné dans (4.3) et
o = —CMPT’(')’ )

En outre, si on rappelle les expressions de p et de T (voir (2.2), (2.3) et (1.8)bis), on
voit que

k — ]

) =
I < w@p—%ﬂ@+éwmﬁé+%QMWMW@

I < COF|7: + CP)Sll7n +2 H%GHLZ,

k-0, —ad
I3 < L 02,0 — 0,0 172 + H%ﬂ 172 + CaCu, T3y [V 0s0][7:
i=1

6
k-0, e
Iy < L0y — 02,07 |72 + IIC’M7 72 + CaCu, T4 0] 7
Quant au dernier terme I5, on a
1
Ii=-3 f(v )| D0 dae — f(awsa)(ax,(axgvj)a)dx < Col[vl| 3| V|72
Q J= 1 Q

Si on adjoint ces inégalités a (4.15), on obtient

o 9 /
e+ )00, 3 < k= Dljowuc 32
L 2 2 Tt 2
+CoCy, Ty Z IV 0r Iz + CaCu, T 5" [0
i=1

2y ~ ~
+CaCy, Ty [Va'|[72 + COIFIZ: + CRIS5 + Callvlls | Voll7:.
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En multipliant les deux membres de cette inégalité par

)71

et tenant compte de (4.3), on obtient (4.12). O

y
1

(Cu,Ty") ' =T3(Cu, T}

LEMME 4.4. — Soient v/, &, o', v et o comme dans le lemme 4.1. Alors on a

2
(4.16) ol — €3> Va0l
i=1

< = Cy(T§ = DIV [z + CiT310u,0'l72 + CLlIF 172 + Call Sl
DEMOSTRATION. — On réécrit (3.2) dans la forme d’un probléme de Stokes
(4.17) —ndv + RV(Ta’) = IV(V - v) — RV(pd) — go'é; + F,
(4.18) V-v=V-o.

On peut appliquer a ce probleme de Stokes la théorie classique de Cattabriga ([3])
avec une modification consistant a remplacer dans sa démonstration la fonction de
Green correspondante a la condition de Dirichlet par la fonction de Green cor-
respondante a notre condition aux limites (1.5). Or, cette derniére est donnée et
examinée dans [9] et, comme on peut aisément vérifer, toute la démonstration de
Cattabriga reste valable méme avec cette substitution. De la sorte on obtient

@19)  |PlFe + VT3 < COIS + CalllVa' |72 + IV - vl7n + 1F]32).
Puisque de (4.14) on obtient

2

10,9 ol < CaI9'15: + 3 V00l + 171 )
=1
+CoT§10x,0'|I72 + CP S 7
et que l'on a
IV(To")|3: > Co(T2 — 1|V’ ||,

on déduit de (4.19) I'inégalité (4.16). O

LEMME 4.5. — Soient v/, ¥, o', v et o comme dans le lemme 4.1. Soient
1,) =1,2. Alors on a

n A T\z 2
@20 B IV0uBelEs + 5110000V -0l + K| (=) 0u0u0]], — Chlvl

T\1 1|12 ) -
<H|(5) 0uue|, + CUVEIE: + NI + ol Vo) + Collle
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DEMOSTRATION. — On applique I'opérateur différentiel 0,,0,; (i, j = 1,2) aux
deux membres de (3.2) et de (3.3) et on les multiplie par Rflazﬁxjv et
Tﬁflaxiam/o respectivement. Si on les integre sur Q en utilsant 'intégration
par parties compte tenu de la condition (1.5), on obtient

3 2
4.21) —Hvax,ax,vHLﬁ 182,05,V - v||Lz+2H( )2(3%5%0_3%%0/)“L2
G el =5+ S

T
I = _ft(ax,- 0,0 — awaaﬂffal)ami %V - (po)dz,
I Zf((axiT)aijJ + (806]'T)axi0', + 0'laxia”.77)axi8xjv v,
Q
. . ) - _ /
13 :faxi g [axLaw/(’U ] vp) + (axlax/p)v -V + (8xlp)8xjv -V + (&c,ﬂ)axLV . /U] 890_7'0 dxy
Q
-8 ot
Q

f 0,0) - 0, Fda,
Q

x| = |

Is = [ 00,04/ (9)0:.0, 7 - vdw, I =
Q
T
I = — [ = 0:,0,0)0,0,V - (o).
ol

Compte tenu des expressions de p et de T, on a

1 2
2 _ ’ n+ 4
H ( ) (00,000 — O, Oy0 + 16R "
N s .1 m N+ A . ,
ol on a utilisé la relation o On Cu T 1 R due a (4.3)-(4.4). D’autre part, on a

évidemment

L +1I3+ 1, < GR HV@xﬁ%vHLZ + CQ”VO’ HLZ?

I < CO|Sl5 + 7510505V - vll7e,  Is < Coll Pl TeR HV@L@%?}IILZ

4R”
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Quant au terme I7, en utilisant la relation

T 1 T
~[v= 01040 VO, 0,000 =3 [ <v (o= )) 104,002 der,
S P 27 p
on obtient
2
I; < CQHUHHS(Q)HVJHHl'
Si on adjoint les estimations citées ci-dessus des termes I, (¢ = 1,---,7) a (4.21),
on obtient (4.20). O

LEMME 4.6. — Soient v, ¥, o', v et ¢ comme dans le lemme 4.1. Soit i = 1,2.
Alors on a

2
— 2 m—
To |02,00,0172 — Co > V0000172 — CET 3% |03
=1

— 2 ~
To 1102, 02,0' |17 + Co(IV &' |[72 + 10z Vo 3) + Coll Sl + [1F70),

(4.22) (% + l)C(’TO)

<G00,

ou CET ) est la constante donnée dans (4.13).
0
DEMOSTRATION. — On applique lopérateur différentiel 9,,0,, (i = 1,2) aux

deux membres de (3.3) et y substitue I'expression 9,,V - v donnée dans (4.14). En
les multipliant par 0,,0,,0 et en les intégrant sur Q, on obtient

R - 5
(423) f {k(axgan()' — 8453 8901_0—’)(8%38%0) + mﬁT(axgarTO'/)(ax38@,(7)] d.%' = Zlqv
Q

q=1

ol

1 _ _
I = “ata f ROy, (pa’ 02, T) + R(8,(pT )8y, 0" + 98y, (p5 ")), O, 0)dl,
Q

1 n) — —
b= ! (O, (PF3 — RO, (5S))0y, 0, 0)d,
I3 = L“ f(axgaxla)(a%(ﬁ(axl (8901,03 - aﬁcgvl) + 8902 (8.7627)3 - a%g”Z)))d%'a
n+i)

I =~ [ 000, V) + 0 (@up)V - 0)ry 02,00,
Q

I = — [ 0,0,0)9 - 00,00y (o).
Q
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De maniére tout analogue a la démonstration du lemme 4.3, en utilsant
I'inégalité

f |:k(ax3 ax,;a - a’bgaﬂ(}7a,)(ax3 ax,a') + %/_)T(axg ax,;a'/)(axg 8907-0') dax

Q
k + 0 k— 5 k— 5’
> 00,00, 72 = =5 102, 02:0" 72 + = 1023 02,0 — 023 05,0 72
et en estimant les termes [;, 1 = 1,---,5, on déduit de (4.23) que

2_

(k+ 9 )10000013 < (k=3 )10:0:0'I + Col, Ty

|V8x/8xzv||y

__2%
+CoCy, T ’1 1ol + CNISIe + IF[30)+Ca (Cu, T3 V0" 72 + (0]l g2 Vo 7).
En multipliant les deux membres de cette inégalité par

2 _ .
(Cu, Ty ) ' =T2(Cu, T") "

et tenant compte de (4.3), on obtient (4.22). |

LEMME 4.7. — Soient v, ¥, o', v et o comme dans le lemme 4.1. Soit i = 1,2.
Alors on a

2
(4.24) 102 0[1% — ChllfFe + > V00,0172
j=1

< = T4V 00|72 + CoIV ' [52 + To 10,000 72 + IFIl7) + Call Sl
DEMOSTRATION. — On applique a (3.2) I'opérateur diffefentiel 0,, (i = 1,2) et
on écrit le systéme obetnu sous la forme
— A0, v) + V(RO (Tc") = 40,V (V - v) — RVO,,(pIh) + 0, F — €390,.0’,
V- (0yv) = 0,V - v,
Or Vo = 0, O 034,y = axgaxipjbg:h =0, j=12

En considérant ce systeme comme probléeme de Stokes, de maniére analogue a la
démonstration du lemme 4.4 on a

(4.25) 100,952 + R?||V Oy, (Ta")||3

< Col||F |3 + V' |132 + 110,V - v]50) + CD)|| S 32
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Par ailleurs, notons que
426 [0,V ol < cg(nvnzz 100007 0l + 3 10,07 v||iz)

=1
et, en appliquant 'opérateur 9,, (i = 1,2) aux deux membres de (4.14), on en tire
4.27) (100,00, V - 0|2 < Cg< Zz: 1V 0y, 0,013 + IV |17
=1
FT3105000 I + 1P 4

Si on substitue (4.26) et (4.27) dans (4.25), compte tenu de I'inégalité évidente
V8, (Ta")|[7> > Ca(T3||Vaua'|7: — |Va'|[52),
on obtient (4.24). O

LEMME 4.8. — Soient v/, &, &', v et o comme dans le lemme 4.1. Alors on a

9 — 7 2
(4.28) (% + 1Cl T | o2 — C4T 32| v||e < (& — 1C, To || 4o’ |3

+C3(IV' 72 + ol Vallz) + CsUSGze + 1 F1I7),

ol CET ) est la constante donnée dans (4.13).
0

DEMOSTRATION. — On applique 'opérateur laplacien a 'équation (3.3) et on y
sbstitue 'expression de V - Av obtenue de I'équation (3.2), de sorte que, en
multipliant ’équation ainsi obtenue par 4g et en l'intégrant sur @, on a

4
Qf (k4o — 40" A0 + %Tmma)dx -3,

q=1
L= 1 f @RpVT - Vo' + Rpo' AT + gpoy,0") dadz,
n+AQ
L—_ 1 f HRAHS) — V - F)doda

Iy = — f (U Vp) + (V -0)4p + 2(Vp) - V(V - v)dod,
Q

I = — f UV - (ov)) dodi.
Q
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De maniere analogue a la démonstration des lemmes 4.3 et 4.6, on a

f (k(do — Ao’y Ao + %Tﬁdo’da)dw

k+51 k— (51 k— 5’1

1407, — = ll40" 7. + 140 — 40" 7.

D’autre part, il n’est pas difficile d’établir I'inégalité

4 _iy _2y
S 1y < %ol + CaCin, (T ol + T4 19012
q=1

+Calllls [Vollzn + COXISI% + IFIl7n).
Donc, de maniere analogue a la démonstration des lemme 4.3 et 4.6, on en déduit

(4.28). |

LEMME 4.9. — Soient v/, 8, o', v et o comme dans le lemme 4.1. Alors on a

2
(4.29) lolZ - Cg(z 100l + ||v||zl) < T2IvoIE,

i=1
2
+CéT%(|A6’IIiz +> ||V3xi0’||22> + Cy((IVa' 72 + IF|[7) + Co | Sl[72-
i=1

DEMOSTRATION. — Comme dans le lemme 4.4, en vertu de la théorie bien
connue de Cattabriga ([3]) et de la considération de [9] sur le probléeme avec la
condition du type (1.5), on déduit du probléme de Stokes (4.17)—(4.18) I'inégalité

4.30) [vll3s + VT3 < Co(|Va' |72 + IV - vl 32 + | E N30 + C@)|[ S50
On remarque que
IVT)in = CoT5|Ve'|[in = V' |I72),

2 2 2 2
IV -l <1100V - vl + Z 1091122 + 101l
-1

2
185V - 9|3 < Co (Tﬁvaxga’niz 3 1000l + Vo2 + F||§p<g)) LEDSE
=1

2
102, V6" 72 < 140" |[72 + > V000”2,
i=1

ol la troisiéme inégalité est une conséquence immédiate de (4.14). En adjoignat
ces inégalités a (4.30), on obtient (4.29). O
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5. — Application du théoréme du point fixe de Schauder.

Pour démontrer le théoreme 2.1 par 'application du principe du point fixe de
Schauder, on démontre d’abord le lemme suivant pour 'opérateur @ défini dans
le paragraphe 3 (voir (3.4)).

LEMME 5.1. — Si T est assez grand et si ||e|| ;s est assez petit, alors il existe
une constante positive a et une norme | - || z2 équivalente a la norme || - || g2
telles que, si on pose

(.1) B={(®,9,0) € H}Q) x HX(Q) x HXQ) | ||v|5s + |5 + I3 < a®},

alors on ait

(5.2) @?(B) C B.

DEMOSTRATION. — Soient Ay, k=1, ---,9, des nombres positifs a déterminer.
En multipliant les deux membres des inégalités (4.5), (4.10), (4.12), (4.16), (4.20),
(4.22), (4.24), (4.28), (4.29), obtenues dans les lemmes 4.1-4.9, par A, ---, Ay
respectivement, en posant 4y = 1 et en les adjoignant, on obtient

2 2
63) [Vl + Y 10:0lli (= Co+ A+ D V0500l (= Crr—Cids + 457 )

i=1 ij=1

0] 52 (= Chy — CLT 52 Ag — 2Ch Ay — 2C4T 2 A — 4Ck A5 + Ay)

2
+ > IO vl = Cits = Cis + Ao ) + [olin (= CT g% + 15 )
i=1

(To)

2
0|2 + 1C T2As + > 94,0120 + DClg, Tids
=1

2 —
Ou0u0 Jits + 00072 + DClp T Ao

_|_
™
=
I N
~—

2 1 Tl
2G| (5) el

2
< IV 70 (= T) + |146"|[72(Cy + As® = DCG )TG + Y (Ve |7:(Ch — 40T
i=1
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2 1
D 100,020 72(Ctr + & - 1>c;T)A6>T2+ZH( ) 00| s

i=1

+||V&'|[22(C) + Chds + 2Ch Ay + 2Cs Ag + ACL A5 + CyAs — A4(T? — 1))

Fone s+ e~ 100 T3+ 3 (5 oL
i=1

(To)
- T\ |2
+o'|72(2C5 42 — CL(TE — D) + (5) o[ et + £
ou
9 ~ ~
6.4) £ =" dkl(C + COIIFIF + CillSI7= + Cpllvll sl Va7,

k=1

ds=4, do=ds=dr =2, di=dg=dy=dg=dy=1.
En faisant la comparaison des coefficients par lesquels les normes figurant
dans le premier et dans le second membre de I'inégalité (5.3) sont multipliées, on

voit aisément que, si Ty est assez grand, il est possible de choisir A, -, Ag de
telle sorte que les deux conditions suivantes (A) et (B) soient vérifiées:

A) —Ch+ M >0, —Chdy — Chds+ A5% > 0,

—Cy — C4T o2 As — 2C5 A7 — 2C4T 2 Ag — 4C5 A5 + Ay > 0,

—Cidy — Cils + Ag% >0, —CT324s+ Al% >0,

(B) le second membre de (5.3) soit majoré par

I N

1

0,0,
96‘]’ xio' LZ

LJ’

Tods, ve=®+1)Cq Tids, vs= ks,

T /137 V5 = k/lz, Vg = ]CAl.

=)o’ + vzz ey o I

i,j=1

+ 4|0, |72 + V5; H <§) 0’ Hz + VGH (g)

ol 0 est une constante positive et

=@+ l)CET )

=K+ l)C(T)

On voit aisément qu’un tel choix de 4; (j = 1, - - -, 8) est possible; en effet, pour les
contraintes citées dans (A) et (B), si 4y avecj’ =j+1,---,8 sont donnés, comme
on le constate facilement, on peut choisir un 4; assez grand de sorte que les
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inégalités contenant seulement A4; et 4; avecj’ =j+1,-- -, 8 soient vérifiées (et
donc on peut procéder le choix de /; en partant de Ag et puis en choisissant
successivement A; pour j = 7,6,---,1).

Dong, en posant

2

2 o1
T3 2
65 ol = nlldolfs +30 Y 100 2olE: +5 Y | (5) 2o,
i=1 1,j=1
2 o1 m.1
TNz 2 TNz |12
2
40,02 +V5i_zl H(%) On;0 12 +V6H(5) Tl
on a
(5.6) [ol%s + [lo]|%e < A = &)||o’||% + &.
H: e = px

On remarque que la norme || - || ;2 introduite dans (5.5) est équivalente a la norme
| - [l g2y~ Or, compte tenu du comportement bien connu des termes non-linéaires
de F(v,9,0) et de £ pour

2 2 2
[Vlls + 1922z + Nl — 0,

del'expressionde £ et de F' (voir (5.4), (2.12)) et dulemme 3.4, on déduit de (5.6) que,
si ||| s est assez petit, il existe une constante positive a telle que, si on définit B
comme dans (5.1), alors (5.2) soit vérifiée. Le lemme est démontré. O

Maintenant on va prouver la continuité de 'opérateur &( - ) dans ’ensemble B
(donné dans (5.1)) par rapport a la topologie de H*(Q) x HX(Q) x H\(Q).

LEMME 5.2. — Il existe une constante Cp telle que, quels que soient deux
élements (v]y), Sy, 0fy)) et W]y, Fg), 0ly)) de B, on ait

(GN)) vy = villgz + 19 — Silln + llom — ol m
< Cp(|[vfy) — vigylle + ||’5E1] - ”-9{2]”111 + oty = gyl ),

ot (vgiy, S, o1i7) = Py Sy 01 (0 =1,2).

DEMOSTRATION. — Rappelons d’abord que (v, 9,3, 07;) et (vp, iy, o77) ap-
partiennent a B et que donc en vertu de (5.1) on a
6.8)  vgllas 18l ol s ol s 1Sl s lowllg: <o G=1,2).

Posons

/ /
Vi=ogy =1, @ =49y —dy S =0y — oy,

V=vg—vg, O@=9—=2, S=o1 -0z
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Comme Jy;;, vy et ay;; (¢ = 1, 2) sont définies par les équations (3.1)—(3.3), pour 6,
V,S,S8 ona

(5.10) — AV — IN(V - V) = —=RV(S'T + p0O) — gS'é3
+F @), Sy, 0f1) — Flay, Sz, 012)):

(5.11) kS +V - (Svpy) = kS’ — V - (aV) — V - (BV),

ou G(-,-,-) et F'(-,-,-) sont les fonctions données dans (2.13) et (2.12) respective-
ment. En estimant la norme dans H1(2) du second membre de (5.9), de 'ex-
pression (2.13) de G(-, -, -) et de la théorie classique des équations elliptiques on
déduit

1]l < C(IV' || g2 + H@/”Hl + 18l )

(1+Z<llv gz + 15 1 + [0 ||H1>+Z<||v e + ISallzs + oyl

=1
avec une constante C. Done, compte tenu de (5.8), on a

(5.12) 18l < CaxIV'llgzz + 10l + 1810

avec une constante C, ;.
De maniére analogue, en estimant la norme dans L?(Q) du second membre de
(5.10) et en utilisant (5.12), on obtient

(5.13) Vllaz < Caz(IV' | + 1€l + 1Sl )

avec une constante C .

Quant a 'équation (5.11), en premier lieu on la multiplie scalairement par S et
en second lieu on lui applique 'opérateur V et la multiplie scalairement par VS.
Si on rappelle les relations

f (v-VS)Sdir = — f (v -v)S%da, f Z T Y LA IR
Q

;0 890,

on en déduit aisément, grice aussi a (5.8) et (5.13), que
(5.14) IS < CasUVllg2 + 10| g2+ 118l

avec une constante Cgs.
En adjoignant les inégalités (5.12)—(5.14) on obtient (5.7). O

Maintenant on peut conclure la démonstration du théoréme 2.1.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. — Il est évident que ’ensemble B défini
dans (5.1) est convexe et compact dans lespace H?(Q) x HY(Q) x H*(Q).
Comme en outre en vertu du lemme 5.2 'opérateur @ est continu dans B par
rapport a la topologie de H2(Q) x H'(Q) x H*(Q), on déduit de (5.2) et du
théoréme du point fixe de Schauder qu’il existe un élément (v*,d", %) ap-
partenant a B tel que

d(v*, 9", 0") = ", 9, 0%).
En rappelant la définition de & (voir le paragraphe 3) et en posant
T =T+, pr=p+o

(voir (2.7)), on voit que (v, T, p) = (v*, T*, p*) satisfait aux équations (1.1)—(1.3)
avec les conditions (1.5)—(1.7), ce qu’il fallait démontrer. O
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