
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

C. Alsina, M.S. Tomás

On some Orthogonality Relations in Real
Normed Spaces and Characterizations of Inner
Products

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 8, Vol. 10-B
(2007), n.3, p. 513–520.
Unione Matematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2007_8_10B_3_513_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per
motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi com-
merciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2007_8_10B_3_513_0
http://www.bdim.eu/


Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione Matematica Italiana, 2007.



���������� 	
�
 �


�� ���� 
������ �������

�� ���	 �
���
������� �	������� �� �	�� ��
�	� ����	�

��� ���
���	
�������� �� ���	
 �
�������

�
 ������ � �
 �
 ������

������ �� ������ ��	
�� �
�
������ ��������	���� 	����
���� ����� ��
� �������� �����

�
��� ������� ��� �������� �	����� � 	����������� ��	
�� ������ �������� ����� ���
��
���� �� ������������� ����� ���
� ����� �������� �������� �
��� 	��������

�
����
��� �������� �	����� ��� 	��� ����� ������������� �� ����� � ��������� �� ��� ��� 	���
������������������ �� ���������

�����
�� �� ����� ���� �
�	�������  ��	� �
���� �
	� ���� ������� ��!
�������� ����
��� 
�
�� �"���� �� ����� ����
	�� ��� �# 	���������� ����  ��� �������� �� ���
�������� ��������� �� ���� ������ ���	��  � ���� �� 	����	����
������ �� �����
����
	�� �� ��� 	���� �� ����� ��� �#�������� ��������������� �
�  � ��� ���� ����
�� ��� ��� 	���  ��� �������� ������������# �� ����
������

��  !� � ��!"�# $% &� 
$� � �� �'� " %%��($ ���  $$�&� ��# ��  ��!" � �  �#
#�)���# *+

���
"� #� � ��"
����

�"� �#�� � �"��
��

(���! ��,� ����! %!�#-&�$  �# %� +  &!-&� � !��� �� " �+ (��"��!�& �  $%�&�$

)�!"-� ��# �� ��!"�# $% &�$ 
$��� �
(
 .�/� .�/� .�/�


�'� * $�& %!�%�!���$ �) ��� �� *� -$�# )!�0-����+  !� �'� )����1��(


 � ���
"� "� � �"��  �# 	���
"� #�	 
 �"��#�

*� ���
"� #� 
 ���
"� #�

&� ���
�"� #� � ���
"� �#� � ����
"� #�� � � �


#� ���
�"� #� � ���
"� �#� � ����
"� #�� � 
 �


�� ���
"� �"� #� � ��"�� � ���
"� #�� � � �


)� ���
"� #� � ���
#� "� )�!  �� "� # �� $ �)  �# ���+ �) $ �$  � ����! %!�#-&�

$% &�


�� �'�$ % %�! 1� 1��� -$� �'� &� $$�& � �!�'�(�� ���+ !�� ����$ ��  !� � ��!"�#

$% &� 
$� � ��� � "��+�




 " �$ �������� ���������� �� # 
" �� #� �) �"� 
 �"� �#� )�! �2�!+ � �� �3


 " �$ ����� ���������� �� # 
"� #� �) �"� #� � �"� #�3

 " �$ �#�������� ���������� �� # 
" �� #� �) �"� #�� � �"�� � �#��


�-!  �" �� �'�$ % %�! �$ �� &��$�#�! $-&' �!�'�(�� � !�� ����$ �� $��- ����$

1'�!� 1� -$� )-�&���� �$ 1'�&' $ ��$)+ 1� 4�! &��#�����$ �' � �'�$� 0-���#

 *�2� )�! ���  �# �� $'�1 �� 1'�&' & $�$ �'� !�0-�!�# %!�%�!���$ )�!&� �'� #��

!�2 *����+ �) �'� ��!" )!�"  � ����! %!�#-&�
 5!�&�$��+� ��� 
$� � �� *�  !� �

��!"�# $% &�  �# ��� % *�  )-�&���� )!�" $� $ ���� � $-&' �' �6


�� %
"� "� �� � � %
�� �� 1'���2�! " �� �3


��� �'�!� �7�$�$ � � �  �#  )-�&���� � � �� � �� $-&' �' � )�!  �� "� # �� $

 �# � � �6

	%
"� "� �#�� %
"� "�� � 
��%
"� #�	 
 ��


���� �'�!� �7�$�$ � � � $-&' �' � )�!  �� "� # �� $  �# � � �

	%
�"� #�� %
"� �#�	 
 ��

�'� $�� �) &��#�����$ 
��� 
���  �# 
���� �$  1� 4�! !�0-�!�"��� �' � �' � �)

$ ��$)+��(  �� %!�%�!���$ 
 �� 
��  �# 
&��  �# 
���  �# 
���� !�%!�$���  8+�!$�	� "

$� *����+ &��#�����$ )�! 
��  �# 
&�


9:��9;
 �� ���#�����$ 
��� 
���  �# 
����  !� ��#�%��#��� �2�� �� #�"��$��� �
 ��

$�� �'�$ &��$�#�! �'� )����1��( �7�"%��$6


 � �'� )-�&���� %
"� #� � � )�!  �� "� # $ ��$)��$ 
���  �# 
���� *-� ��� 
��



*� <�2�� � � �� �'� )-�&���� % � ���� � (�2�� *+ %
"� #� � "�� �) " � #
 �# %
"� #� ���� 
"#� �� �) " �� # $ ��$)��$ 
��  �# 
���� *-� #��$ ��� $ ��$)+ 
��� *��

& -$� �'� �7�$���&� �)  )-�&���� � $-&' �' �

	��� 
"� � �"#� ��� "� � � 
����� 
"#� ��	 
 ��

�$  &���! #�&���� $��&� �'� ��!" �� �'� ��)� ���#$ �� ��)����+ 1'�� " ���#$ ��

��)����+



&� �'� )-�&���� % � ���� �� %
"� #� � # $ ��$)+ 
��� 
��� 1��' � 
�� � ��
)�!  �� �� *-� 
���� ) ��$


=� *�(�� 1��' �'� ��&'��& � *-� &!-&� � !�$-��6

�:���
 �� &�� 
$� � �� �� � ���� ������ ���	�  ��� ��� $ � �� '� � �
�	������

% � $� $� � ��������� 
��� 
���� 
���� ��� ��� 	��������

%
"� �"�
%
"� �"�� ��"��� � �����

��> �
 ������ � �
 �
 ������



��� ��� " �� $ ��� � �� ��� ���� ��	�������#

%
"� �#� � %
�"� #� � �%
"� #�����
���

%
"� "� �#� � �"�� � �%
"� #�����
��� ��� "� # �� $ ��� � �� ���

59��?
 �� �$$-"� �' � % $ ��$)��$ 
��� 
���� 
����  $ 1���  $ &��#����� 
��
 �+ 
��

1��' � � �  �# -$��( 
�� 1� #�#-&� %
"� "� � �"�� )�!  �� " �� $
 �'�!�)�!� *+ 
���

1��' " � #� )�!  �+ � � � 1� ' 2�

	%
"� 
�� ��"�� 
�� � 
����"��	 
 �

 �# '��&�

��"
�"���

%
"� 
�� ��"�

�"�� � �� � 
���>�

)�! �2�!+ " � $� " �� �
 �� )����1$ �' � �'� ���0- ���+ %
"� 
�� ��"� � � �$ $ ��$)��#

)�! �"� � !(� ���-('� �'-$ *+ 
�� 1�  �$� ' 2�

��"
�"���

%
"� 
�� ��"�

�"�� � ��"
�"���


�� ���"��
�"�� � �� �����

?!�" 
>�  �# 
�� 1� (�� � 
�� � � )�! �2�!+ � � �


��7�� )�! � � � �'� $-*$���-���� # � �
 ���� 
��� �"%�+

	��%
"� 
�� �%
"� �
�	 
 	��%
"� 
�� �"�� � %
"� "� 
���
�	
� 	%
"� "� �
�
��� �"�� � �%
"� �
�	 
 ���

�
�� 	�%
"� 
�� %
"� �
�	 
 ����  �# ������( � �� ���# �� ��)����+

%
"� �
� � �%
"� 
���@�
)�!  �� � � �
 ���$�0-����+ *+ 
���� 1� 1��� �*� ��

	%
�"� 
�� �%
"� 
�	 � 	%
�"� 
�� %
"� �
�	 
 ��

 �# #�2�#��( *+ �  �# � 4��( ��"�� 1'�� � ���#$ �� ��)����+6

��"
���

%
�"� 
�

�
� %
"� 
��

�
�
� )�!  �� � � �

%
�"� 
� � ��"
���

%
��"� 
�

�
� ��"

���
�
%
��"� 
�

��
� �%
"� 
�����

�� ���: �9�8�<������A 9:������� �� 9:�� ��9�:B �5��:� :��
 ���



�'-$ 
@�  �# 
�� %!�2� 
��
 ?�� ��+� � 4��( " � �
  �# # � �� �� 
���6

	%
�
��
� ����� ���
�� � �%
�
����	 
 �

*-� -$��( 
@�  �# 
��6

	%

�
� ���� �
�� � �%

� ��	 
 �����

$� ������( � �� ���# �� ��)����+ 1� �*� �� 
��
 �

�8:�9:� �
 �� &�� 
$� �� �� �� � ���� ������ ���	�  ��� ��� $ � �� ( �
�	�

������ % � $� $� � ��������� 
��� 
���� 
���� ��� ��� �#��������� �������#

�"�� � %
#� "�

�#�� #

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�

� "� %
#� "��#�� #

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�

�

�
�2�

��� ��� "� # �� $� # �� �� �� ��� ���# �� $ �� �� ����� ����
	� ���	�  ���� �����

����
	� ����	����� �� ��� ���� � � ��� ���	����#� %�

59��?
 �� �$$-"� �' � % $ ��$)��$ 
��� 
���� 
����  �# 
�2�
 �'��

�"���#�> � .%
#� "�/��#�� � ���#��"� %
#� "�#����

 �# )�! " � �#� � � � 1� �*� ��

%
#� �#�
%
#� �#�� ��#��� � ��

1'�&' �$ &��#����� 
��� $� 1� & �  %%�+ �'� %!�2��-$ ��""  �# 1� ��#-&� �'�

2 ��#��+ �) *��' 
��  �# 
��
 �� !��( �'�$ �� "��#  �# ���!�#-&��( # � 
  �#

" � 
� ��� � � � ���� 
�2� 1� (��

�
� �����
�> � .%

�
� ���/��
�� � ��
��

� ���� %

�
� ���
��

� 
�
�� � �%

� �����
��

� ���
��

� ���� �
��
� �%

� ��

�
�
�

1'��&�

��� �
�>
�
� ���� � �
���

� ��.%

� ��/��
�� � ��%

� ���
�> � ��
�
��
���� %

� ��
����

 �# #�2�#��( *+ ��  �# � 4��( ��"��$ 1'�� �� �� 1� �*� ��

���

� �� � %

� ����C�

��@ �
 ������ � �
 �
 ������



?�� ��+� -$��( 
C�� 
�� 1��' � � �  �# 
�2�

�
�>
�
� ��� � �
��� � .���

� ��/
��
�� � ����

� ���
�> � ��
���� ���

� ��
��

� .���

� ��/
��
�� � ����

� ���
�>

� ������
�> � .���

� ��/
��
���

� �����

� ��� ����
��
�>�

�
�
�

�
� ��� � �
�� � ���� � ����

� ���

$� ��� �$ $+""��!�& �� 
  �# �  �# �'�!�)�!� �� "-$� *�  � ����! %!�#-&�
 �'�

&��2�!$� �$ �""�#� ��
 �

9:��9;
 �� �) 
�� �! 
��� #� ��� '��# 1� " + $���� ' 2� 
����  �# 
�2� )�!  ��!"

#�!�2 *�� )!�"  � ����! %!�#-&� *-� #�))�!��� )!�" %
 �'� )����1��( �7 "%��$

$'�1 1'+ �'�$ �$ %�$$�*��


:D��5�: �
 �� � � � $ ��$)��$ 
���� 
����  �# 
�2� *-� #��$ ��� 2�!�)+ 
��


:D��5�: �
 �� �� �'� �-&��#� � $% &� 
��� � ��� �) � #�����$ �'� &' ! &��!�$��&

)-�&���� �) �'� !� � $�� .�� �/ ��� #�)��� � � �� ��� � � *+ "� �$ �)

� 
�� �� � �
	� � �	��������
� � ���

�'�� �� �$ � $+ �� $�� �' � % $ ��$)��$ 
��� 
���� )�!  �+ � � �  �# 
�2�
 �) % 1�-�#

$ ��$)+ 
��� �'�� " � # +���#$ � 
�� � �� )�!  �� � � �  �# $-*$���-���( " � 
��� >���

# � 
�� �� ���  !!�2�$ ��  � ���0- ���+ 1'�!� �'� !�('� ' �# $�#� �$ �  �# �� �'� ��)�

' �# $�#� �'� ��!" " + ���# �� ��)����+ 1'�� � (!�1$


��1 1� �-!� �-!  �������� �� E "�$ �!�'�(�� ���+

�8:�9:� �
 �� &�� 
$� � �� �� � ���� ������ ���	�  ��� #�"$ � �� ( �
�	�

������ % � $� $� � ��������� 
��� 
���� 
���� ��� ��� ����� �������#

�"� � "� �
%
#� "�

�#�� #

�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
� )�!  �� "� # �� $� # �� ��
2�

�� ��� ���# �� $ �� �� ������  ���� ����� ����
	� �� %�

59��?
 �� �$$-"� �' � % $ ��$)��$ �'�  *�2� "�������# &��#�����$


	$��( 
2� 1��' " � �#� � � ��  �# ' 2��( �� "��# 
�� 1� �*� ��

%
#� �#� � � �! %
#� �#� � ��#���

�� ���: �9�8�<������A 9:������� �� 9:�� ��9�:B �5��:� :��
 ���



�
�
� 
�� '��#$  �# *+ �'� ��"" 1� ' 2� 
��  �# 
��
 ���!�#-&��( # � 
  �#

" � 
� ��� � � �� ���� 
2�  �# -$��( 
��

�
� ��� � 
� � �
%

� ��

�
�� 
� �
� ��

�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
���

1'��&�

�
� ���� � �
��
��

�

� � �

%

� ��

�
�� 
� �
� ��

�
�
�
�

�
�
�
�
�

�

��
��

��

��� � 4��( ��"�� 1'�� � ���#$ �� ,�!� )!�" �'� !�('�6

���

� �� � ��� 
� �
%

� ��

�
�� 
� �
� �

� �
%

� ��

�
�� �
�
� � ���

� ��

 �# �'�!�)�!� %

� �� � 
���

� ��� ���

� �����

�-*$���-+��( �� 
��� �'� � $� �7%!�$$���� &' �(��( � *+

�

�
 �# � 4��( ��"��

1'�� � ���#$ �� ,�!� ��� �*� ��$6

��� � �� ���

� ��� ���

� ��

�
�� 


�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
� )�!  �� 
� � �� $� 
 �� �

 �# *+ �'��!�" � �� .>/ % (
 �@@� �'� ��!" $ ��$)+ %!�%�!�+ 
�� �) �'��!�" �

% (
 �@� 1'�!� 	�

� �� �7�$�$ 1'�� ���

� �� � ���

� ��  �# �� �'�$ & $�

	�

� �� � ���

� ��
�
� �  �# �'�� $ �$  � �
%
$


�'� &��2�!$� �$ �*2��-$
 �

���:
 �� �'��!�"$ �  �# � " + *� -$�)-�  �$� )�! $'�1��( �' �  !� � ��!"�#

$% &� �$ ���  � �
%
$
� �
(
� &��$�#�! $ � 	� 
�
�
 �'� 2�&��! $% &� �)  �� !� � $��

0-��&�$ &��2�!(��� �� ,�!�� ��#�1�# 1��' �'� ��!" �"� � $-%�	"�	� � �� )�!

" � 
"�� �� 	�
 � 4� % � ��� $� 
��� 
���  �# 
����  !� �*2��-$�+ $ ��$)��#  �# &��$�#�!

" � 
����  �# # � 
����� �� 	�
 �'�� �"� � �#� � �  �# ���
#� "� � � $� 
�2� 1�-�#

�"%�+ �'� &���! #�&���� �"� #� � �� �
�
� " � # 1'�&' �$ �"%�$$�*��
 �'�!�)�!� 	�
�$ ���  � �
%
$
 �� ��(�-$�+ &��#����� 
2� " + *� -$�# ��  !�$� �'� $ "� &��&�-$���


�8:�9:� �
 �� '� � ���� ������ ���	� 
$� � ��  ��� #�"$ � �� ���

% � $� $� � � �
�	������ ������#��� 
��� 
���� 
����
 )���� ��� �������� ���!
���

�����*

���
%
#� "�

�#�� #� "� %
#� "��#�� #

� �


 � 
 ���
%
#� "�

�#�� #� "� %
#� "��#�� #

� �


2��

��� �
 ������ � �
 �
 ������



���� ��� ��� "� # �� $� # �� �� �� ��� ���# �� ���
"� #� 
 %
"� #� 
 ���
"� #� ��� ��� "� #
�� $�

59��?
 �� �$$-"� �' � % $ ��$)��$ 
��� 
���� 
����  �# 
2��


�+ �'� $-*$���-���� " � �#� � � �� ���� 
2�� -$��( 
&�� 
��  �# 
 � 1� �*� ��

%!�&�$��+ &��#����� 
��

%
#� �#� �� %
#� �#��#��
� �

� �

$� % $ ��$)+ �'� '+%��'�$�$ �) �'� ��"" � �
�
� 
��  �# 
�� '��#
 ���!�#-&��( # � 

 �# " � 
� ��� � � � �� 
2��  �# -$��( 
��� 1� ' 2�

��� �� �
%

� ��

�
��
� �


� ��� �
%

� ��

�
�� 


� �


 �


 ��� �� �
%

� ��

�
��
� �


� ��� �
%

� ��

�
�� 


� �

 �# '��&��  $$-"��( �' � � �$ �� ! ���-(' �� ,�!� $� �' � �� �
%

� ��

�"�� �$  

%�$���2� �-"*�!� 1� (��

� �� �
%

� ��

�
��
� �

�%

� ��� ���

� ��
� � 
 �


 � �� �
%

� ��

�
��
� �

�%

� ��� ���

� ��
� �

1'��&� �� )����1$ �' � �'� ���0- �����$ ���

� �� 
 %

� �� 
 ���

� �� '��# )�!  ��


� � �� $� 
 �� �3 �� �'� ��'�! ' �# �� �$ � $+ �� 2�!�)+ �' � �'�  *�2� ���0- �����$

$���� '��# )�! 
 � �


9�&�%!�& ��+�  $$-"� �' � % $ ��$)��$ 
��� 
���� 
����  �# ���
"� #� 
 %
"� #� 

���
"� #� )�!  �� "� # �� $


��� "� # *� �� $� # �� �
 �) %
#� "� � �� �'�� 
2�� �$ �!�2� ��+ $ ��$)��#
 �)

%
#� "� �� �� �'�� -$��( 
��� 
&�� 
#�  �# 
 �� 
2�� �$ �0-�2 ���� ��

%
#� "����
#� "� 
 .%
#� "�/� 
 %
#� "����
#� "�

�
�
 ���
#� "� 
 %
#� "� 
 ���
#� "� �

(	��� ��������
 �'�  -�'�!$ �' �4 �'� !�)�!�� )�! '�$F'�! ����!�$���( !��

" !4$  �# %�$���2� $-((�$����$


�� ���: �9�8�<������A 9:������� �� 9:�� ��9�:B �5��:� :��
 ��C



9:?:9:��:�

.�/ �
 ������ � 5
 <	�E�99� � �
 �
 ������� +� ������� �� ���� ������ ���	�� ���
	����	����
������ �� ����� ����
	� ���
	�
���� E
 E-$�
 � �'
 ��"%-�
 �&�
 � �'

��!
� � 
�CC��� ������C


.�/ �
 ������� 5
 <	�E�99� � �
 �
 ������� ,��� ���������� ����� �� ��������� �� ����
������ ���	�� ��� 	����	����
������ �� ����� ����
	� ���
	�
���� ��0
 � �'
�  !

�CC��� ��>��>�


.�/ B
 ���9� -����	����
������ �� ����� ����
	� ���	��� � $�����$������-��( !� 
�C�@�


.>/ �
 59:�	5��	� -����	����
������ �� .��������� /����� ����
 	�
 � �
 �� �
 �� � �
��
 � 
�C���� �@���@C


��&&��� #� � ��" G��0-�$� :����
	��2
 5�����G&��& � � �-�+ � B� (�� � @>C� ����� � !&���� � �% ��
�6" ��6 &� -#��
 �$�� H-%&
�#- " !� 
$ ���$
��" $H-%&
�#-

00000000

������
�� �� 1���
����

�� 23 ���
� 3445 � �� ����� ������� �� 36 ������� 3447

��� �
 ������ � �
 �
 ������


