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Matrici differenziali (sistemi) “individuate”
da ogni loro soluzione non nulla.

GIULIANO BRATTI

Sunto. — L’operatore
S=0,+1+a2yo, +x+y

(in due variabili) ¢ individuato da ogni sua soluzione non nulla, i.e.: se M ¢ un
Ay = Cla, yl(0y, 0y) modulo (sx) unitario; se m € M soddisfa lequazione Sm =0
(m # 0), allova ogni T € As tale che Tm = 0 e del tipo T = RS. In modo equivalente, si
puo dir cosi: AsS e un Az-ideale (sx) massimale. In questo articolo studio le matrici
differenziali M € Ay, ) (p 1ighe e q colonne, con elementi nell algebra di Weyl A,,), tali
che A, M sia massimale in Ag, p).

Summary. — A differential matric has entries in the Weyl algebra A,, = A. For the sake of
simplicity, M is also the canonical differential system associated with t.
Let A q) be the Ay, p) — mod(sx) of matrices, p arrows and q columns. Heve, we will
study the following problems.

(Py) Is it true (as i the case of a single differential operator) that the maximality of
AppM in Alp,q) is equivalent to: YM' € A(p,q) such that M'(w) = M(u) =0,
u # 0, we have M’ € A, ,M?

(P2) Describe M € A, 4 such that Ay, )M is maximal in Agp g).

0. — Introduzione.

Per ragioni di semplicita, nel seguito adottero queste abbreviazioni:

Valgebra di Weyl A, = Clay,...,2,1(0, ..., 0,) € A; massimale (ideale o
sottomodulo) & max;

la frase “.. indwiduato a meno di multipli sinistri” é raccolta nella sigla
“ms”’.

Mod(A) ¢ la categoria degli A — mod sinistri ed unitari.

Y(p,q) € N2, Ap.g €il gruppo delle matrici M = (P, ), p righe e g colonne, con
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elementi in A. Considerato A, 4 come A, ;) — mod, si noti che si ha

q
A(P-,q) = ZA(p,p)Gh:
1

dove Gj, = (Gy;) e cosi : Gi; =0, se (1,)) # (1,h) e Gy, = 1.
Una soluzione w della M(u) =0 & cosi: w = {u1,,uq} € N%, N € Mod(4),
tale che

q
AﬂM{E:Eﬂgmlgigp}

=1

E ben noto che esistono operatori P € A tali che AP & max in A: ovvio in A, con
P = d/dx, risulta piuttosto difficile dimostrarlo in A4,, si veda [1] e [2].
Forse &€ meno nota questa equivalenza

(E) AP ¢ max in A se e solo se: VQ € A tale che Qu = Pu = 0,u # 0, si ha
Q € AP, cioe: P ¢ indwiduato “ms” da ogni sua soluzione non nulla.

DIMOSTRAZIONE. — AP sia max in A e sia Pu=0, u €N e u#0. La
¢, :A— N, 0,(Q) = Qu, non ¢ nulla, ¢, (1) = u, e quindi AP = ker (gp,).

VICEVERSA. — P sia individuato “ms” ecc. Se Q¢ AP e se fosse AP + AQ C 4,
posto

4
(AP + AQ)

si avrebbe Pu = Qu = 0. O

u=1+AP+AQ) €

Ora, in questa Nota & mio proposito illustrare i seguenti problemi.

(1) Vale ancora U'equivalenza (E) perle M € Ay 4 cioé: A, M emax in Ag, g
se e solo se M ¢ individuata “ms” da ogni sua soluzione non nulla?
(2) Descrivere le M € A, ) tali che Ay )M sia max in Ag, g).

Si noti che in (1) si parla di M € 4, ), tali che M(u) = 0 abbia soluzioni
non nulle. Il Teorema 1 del §1 caratterizza le M che sono prive di soluzioni
non nulle; ed il Teorema 2 da risposta positiva al problema 1. Il successivo
Teorema 4 caratterizza le M che generano sottomoduli max in A g):
essenzialmente, si associa alla M € A, una certa M’ € Ay 41y e si di-
mostra che Ay ,M max equivale ad A M max in A, 1); cosi che:
Ap,»pM max si potra controllare, infine, sulla massimalita d’una certa M"”
con una sola colonna. |
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1. — Il problema 1.

Si consideri questo esempio: sia M = (P;1) € Ay 1. M(u) = 0 implica u = 0
se e solo se
P
> AiPip=1.
i—1

Ovvio il “se”, si abbia: Mu = 0 implica u = 0. Allora deve esser Ay M = A.
Senno, posto

A
u=1+Aq, M) € ——
“Aap AqpM

si avrebbe M(u) =0 e u # 0. O
L’esempio di sopra contiene in nuce questo

TEOREMA 1 (Caratterizzazione delle M € A, 4 prive di soluzioni non nulle). —
Sta M € Ay, q. M(u) = 0 implica u = 0 se e solo se esiste A € A p) tale che

AM =1d

dove 1d e la matrice identita di A q).

DIMOSTRAZIONE. — Ovvio il “se”, si abbia: M(u) = 0 implica # = 0, qualunque
siau € N. Sia

M AT — AP cos - M@Q1,...,Qp) = Q1,...,Qp) x M;
dall’esattezza di questa riga

. q
Ar M, Aq—>coker(-M):£—M —0

segue 'esattezza di quest’altra

0 — Homy (coker( - M), N) — Homy(A?,N) — HomA(AP, N)

NP M e
VN € Mod(A), e di qui si ha
A1 A9
(k) ker(Mqu) = {’M S N1 M(u) = O} = HomA (M’W)

(i tre isomorfismi =2 sono isomorfismi di C-spazi vettoriali). Se si pone
N =coker(- M) la (k) da
Al
APM

0, cioe AgpM =Ayq
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TEOREMA 2. — Il Problema 1 ha risposta affermativa.

DIMOSTRAZIONE. — A, M sia max in A, e sia M' €Ay, tale che
M) =Mwu)=0,u = (ui,..., u,) #0.Sia M'¢ A, M. Allora,

AppM +Ap pM' = Ap g

e quindi esistono (4, 2;,) € A?pﬁ o 1 < h < g, tali che

A M + .QhMl =Gy
(Gy, come nell’introduzione). Di qui
0 = A4,Mw) + 2,M'(w) = Gy (u) = uy,.

VICEVERSA. — M sia individuata “ms” da ogni sua soluzione non nulla.
Dimostro, per assurdo, che A, M € max in A, ).
Supponiamo che M'¢ A, ,M e che

L=AppM+Ap M CApg :

sia, ad esempio, G ¢ L. Si consideri la matrice

M
T= ( M’) € Aepg

costituita con le prime p righe della M e le altre p della M'. L’ipotesi implica che
se T(u) = 0 allora u = 0. In virte del Teorema 1 esiste 4 € A2y tale che

AT =1d in A(qﬁq)

e di qui, posto M = (P;;), M’ = (P%J.) e A= (), si ha

P 2p
Z)‘l-jpj,l + Z }vLjP],',l =1
= j=pil

P 2p
> P+ Y AP, =0, 2<h<gq
j=1

J=p+1
Ora, sia A; € A, ) cosl: la prima riga di A; sia la (1131,...,41,) e le altre sian
righe di zeri; e sia Q; € A, ;) con la prima riga cosi: (A1 p41, ..., 412p) € le altre di
zeri. Allora

MM =M =Gy
contro G ¢ L. |
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2. — I1 Problema 2.
Sia M = (P;;) € Ay, e si ponga
L':zp:SPi.j, 1<i<gq
=1
TEOREMA 3. — A, M sia max in A, q. Allora:

(t1) seZ; e un ideale, T; ¢ max in A;

(t2) seZ;emaxinA, I;=A,Vj# 1 ed inoltre

(t3) ogniM' € Ay, estratta da M e che abbia soluzioni non nulle, genera in
Ap.r un sottomodulo mau.

DIMOSTRAZIONE. — (t1): Z1 C A non sia max in A; allora esiste R € A\Z; tale
che 71 + AR C A. Sia

R = (R%?) € A(p,q) cosl Ri,j = 0, se (l,]) 7& (1, 1), e R171 = R;
allora R' ¢ A, M, altrimenti 1 € Z;. Di qui, esiste (4, Q) € A(Zpﬁ ) tale che
AM + QR' = Gy,
cioe
P
;Ll_ij71 +o 1 R=1
j=1

(4 = (4iy) e 2 = (w;;)). Assurdo.
(te): 71 sia max in A. Sia h > 2 e si ponga

R,h = (RU) S A(pg) cosl RiJ =0, se (7,7]) 75 (h, 1), e Rh71 =1.
Visto che Z; e max in A, R), & A, »M, si ha
AM + QR = Gy,

cioe
p p p
> P+ Y iR =Y AP =1.
=1 =1 =1

(t3):la M’ € Ay, sia costituita dalle prime 7 colonne di M e M'(u) = 0 abbia
qualche soluzione non nulla (e quindi A, M’ C Ag,y.) Se N' &€ Ay M, la
N € Ay ottenuta orlando la N’ con g —  colonne di zeri non sta in A, ,,M; di
qui,

AppM +Ap N =Apg),
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che da
AppM' +Ap pN' = Agp. O
Due esempi.

((l) Sia M = (PZJ) GA(Z,Z) cosI: Pl,l :S, P1,2 :P, P2‘1 =0 e Pz‘z =
k € C\{0}. Qualunque sia P, Ag2M € max in Apyz se e solo se AS e

max in A.
(ﬂ) Sia, ora, P1’1 +P1,2 = Q con P111 ~P1_]2 7& 0. Sia P2,1 = 7P272 =1 1In
questo caso, Ag oM € max in Ag) se e solo se AQ € max in A. O

Per il seguito, nello studio di “A,, M max in A, 4 ”, assumero che sia ¢ > 1,
visto che se M = (P;1) € A si ha (facilmente)

p
Ap.pM e max in A1) se e solo se ZAPN e max in A.
=

Inoltre, in virtu del Teorema 3, suppongo direttamente che sia

P
> wPii=1;
i1

e, in virtu del Teorema 1, che sia M(uy,...,uy) = 0 per qualche (u1,...,u,) €
NN\{0}.
Sia )
E =) aiPy, 2<(<g;
i—1
dalla M(uy,...,u,) =0siha
(u17 e 7uq) = ( - (E’2u2 + - +E(]uq)7u27 e 7uq)'
La M’ € A 4-1) sia cosi definita
M ={Qi2 = —Pi B2+ Pis,...,Qiqg = —Pi1E; + Py}
TEOREMA 4. — Le sequenti proposizioni sono equivalenti:
(]01) A(p_’p)M e max A(p‘q>;
(p2) A, pM' émax in Ay g-1).
DIMOSTRAZIONE. — (p1) implica (p2). Sia R’ = {R12,...,R;,} € Apq-1) € sia
R'(vg,...,v9) = M'(vg,...,vy) =0, (V2,...,09) #0
(si noti che la M'(v) = 0 ha certamente soluzioni non nulle.) Allora, la

R = {O,Riﬁz, v 7Ri,q} S A(p_’q)
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ha in comune con la M la soluzione ( — (Fav2 + - - + Eyvy),v2,...,7,) e quindi
esiste

A= (/Lu) S A(p,p) tale che AM = R.

La AM = R esplicitata si scrive cosi
p
> J1jPja =0

j=1
P
Z;tl,jpj,h =Ry, 2<h<q

J=1
P
> hpiPir =0
J=1
P
Z/lpjpj,h = RPJ’H 2<h < P;
=1

la “seconda” del primo sistema (2 = 2) si puo scrivere cosi
M1Qu2 + 21Pi2ks + -+ A1 pQp2 + M1 pPp1Ee = Ry 2,
che in base alla “prima” diventa
M1Qu2 + -+ AipQp2 = Ry.
Cosl procedendo si ottiene
AM' =R’

In virtd del Teorema 2, A, M’ & max in A, 4—1).
(p2) implica (p;). La dimostrazione ha, nel caso generale, scrittura esplicita
piuttosto pesante. Percio in questa prova mi limitero al caso

M = (P;1,P;2,Pi3) € Apy).
Con le notazioni di sopra, risulta che la @ = (Q;;) € A2 € cosi:
Q12 = —P11E> + P, Qi3 =—P11Es + P13
Q22 = —P21E3 + P22, Q23 = —P21E3 + Ps3s.
Ora,la T = (T;;) € A3 abbia in comune con la M la soluzione
(— (Bauz + Esug), uz, us).

Per concludere, si deve dimostrare che 7' € Ap M.
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Intanto, visto che
—T11(Baug + Esug) + T12uz + T13us =0
{ —To1(Hous + Esug) + Toous + Tosus =0,
la 7" € Az cosi definita
Tig=-Ti1E2+Te Tig=-T11E3+ T3
Thy = —TorBa+ Ty Thy=—To1Bs+ Ty

ha in comune con la M’ la soluzione (uz, u3). Per l'ipotesi, esiste 4 = (1;;) € A2
tale che

AM' =T,
cioe, in forma esplicita
211Q12 + Z12Q22 = T 5 A1Q13 + A12Q23 =T 5
I21Q12 + 222Q22 = T4, J21@Q13 + J22Q23 = Th3.
Di qui, per provare che esiste Q = (w;;) € Ay tale che
QM =T

(e basta limitarsi a provare la QM = T relativamente agli elementi della prima
riga di 7, bisogna dimostrare che é risolubile, nelle incognite (w; 1, w;2), il sis-
tema

w11P11 +w12P21 =T11
w11P12 + w12Po2 = T1 1 + T = T11E2 + 211Q12 + 212Q22
w11P13 +w12Pe3 = T11Es + T3 = T11E5 + 411@Q13 + 212Q22.

Di nuovo, se ben si esplicita il secondo membro della seconda equazione di sopra,
si ricava che essa e soddisfatta per le w; 1 e w; 2 cosi:

w11 = T1101 — (A1 + Ai2)Priar + A1)

w12 = (T1102 — (A1 + A12)P1iag + A22);

tale w11 e w; 2 soddisfano anche la prima e la terza equazione. O

OSSERVAZIONE. — Per quanto esemplificata, 'ultima dimostrazione e para-
digmatica per quella “generale”; ripeto, c’e solo differenza di pit1 lunghe scritture.

OSSERVAZIONI. — A proposito del teorema 1: ne segue subito che se
M € Aq g, q>1, M(u) = 0 ha soluzioni non nulle. Ora, se M € Ay, 4, p < g, il
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fatto che sia
AM = 1d di A(q,q)v = A(q,p)a

esige la risolubilitd, in A, d’un sistema di ¢ equazioni in ¢ - p ( < ¢?) incognite (e
pur che sia un sistema lineare, “incognite e coefficienti non commutano™!)

Dunque, sara ancora vero che: se M € A, g, p < g, M(u) ha soluzioni non
nulle?

A proposito del teorema 4: & facile costruire esempi di M “quadrate”, i.e.:
M € A, p), tali che A, ,M sia max in A, ,); e di qui, in virti del Teorema 4, e
facile esibire esempi di M € A, 4, ¢ < p, che generino sottomoduli di 4, ) max.
Cisono M € A g, p < g, tali che Ay, M sia max in Agg?
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