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Onde di calore e onde di densita di vortici
nella turbolenza superfluida (*)

MICHELE SCIACCA - MARIA STELLA MONGIOVI - DAVID Jou

Abstract. — The main topic of this paper is the interaction between vortex density waves
and high-frequency second sound in counterflow superfluid turbulence. To this end a
thermodynamical model including vortex flux as independent variable is considered.
This choice is crucial for the study of the transition of the behavior of the vortex-
density perturbations from diffusive to propagative, which is necessary to interpret
the details of the high-frequency second sound waves.

1. — Introduzione.

Il crescente interesse degli ultimi anni nei confronti della turbolenza super-
fluida, inizialmente motivato dal bisogno di trovare nuove idee per risolvere
problemi relativi alla turbolenza classica, ha stimolato molti ricercatori a studiare
il particolare comportamento osservato nei superfluidi, sia dal punto di vista
teorico che da quello sperimentale. Tra i vari superfluidi, I'elio IT ha suscitato
maggiore interesse sia perché e la seconda sostanza pit comune nell’Universo sia
perché diventa superfluido a temperature relativamente meno basse rispetto ad
altre sostanze (sotto i 2 Kelvin). Da un punto di vista applicativo, I'elio superfluido
e utilizzato come refrigerante nei superconduttori, inoltre lo studio del flusso
turbolento di superfluidi in sottili capillari, in presenza di scambio di calore con
Pambiente circostante & di interesse nella refrigerazione di piceoli circuiti elet-
tronici nei supercomputer.

Varie caratteristiche distinguono l'elio IT da un comune fluido classico; un
esempio ¢ la propagazione del secondo suono, un’onda in cui vibrano la tempe-
ratura e 'entropia mentre la densita e la pressione rimangono essenzialmente
costanti. Le misure della velocita e dell’attenuazione di quest’onda negli espe-
rimenti di turbolenza superfluida forniscono informazioni sul tipo di turbolenza
presente [1]-[3].

Un secondo esempio di comportamento non classico e il trasporto di calore

(*) Comunicazione tenuta a Bari il 26 settembre 2007 in occasione del XVIII Congresso
dell’'Unione Matematica Italiana.



820 MICHELE SCIACCA - MARIA STELLA MONGIOVI - DAVID JOU

negli esperimenti di controflusso. In un canale (vedi Fig. 1) chiuso ad una
estremita con un riscaldatore, e collegato con un recipiente di elio all’altra
estremita, in modo da stabilire un flusso di calore, si osserva un differente
comportamento a seconda del fluido utilizzato. In particolare, utilizzando un
fluido normale (come ad esempio I'elio I), si nota un gradiente di temperatura
all'interno del canale, che indica la presenza di una conduttivita termica finita. Se,
invece, si utilizza U'elio 11, ed il flusso di calore all’interno del canale non & troppo
elevato, si nota che il gradiente di temperatura e quasi nullo, indicando con cio
che I'elio IT presenta un conduttivita termica estremamente alta, circa tre milioni
di volte quella dell’elio I a riprova del fatto che I'elio IT non bolle.

11 pitt noto modello idrodinamico dell’elio superfluido & il modello bi-fluido di
Tisza [4] e Landau [5], che considera l’elio IT come una miscela di due compo-
nenti, il fluido normale ed il superfluido, con densita p,, e p,, rispettivamente, e
velocita v, e v, rispettivamente, con densita totale di massa p e velocita com-
plessiva v definite da p = p, + p,, € pv = p,Us + p,Uy- 1l primo componente con-
siste di stati termicamente eccitati e forma un fluido viscoso, che trasporta l'in-
tera entropia contenuta nel fluido. Il secondo componente si riferisce agli stati
quantici ed e un fluido ideale non dissipativo, che non porta entropia [1, 8]. Gli
esperimenti di controflusso termico possono essere spiegati utilizzando il mo-
dello bi-fluido (vedi Fig. 1): in assenza di flusso di massa (p,v, + p,vs = 0), il
calore viene trasportato verso il recipiente di elio IT dal solo fluido normale, e
risulta ¢ = psTv,, con s I'entropia per unita di massa e T la temperatura.
Poiché il flusso complessivo di massa e nullo, ¢’¢ un movimento del superfluido
verso il riscaldatore (vs = —p,v,/p,), cioé un controflusso interno dato da
V =v, —vs = q/(p,sT), proporzionale al flusso di calore applicato q.

Componente Normale

——

—

Componente Superfluida

Fig. 1. — Nel grafico sono rappresentate le due velocita (normale e superfluida) in un
esperimento di controflusso termico.
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Negli esperimenti di controflusso, in cui si ha solo trasporto di calore e non
trasporto di materia, nell'ipotesi che il flusso di calore superi un valore critico q.,
si osserva un’attenuazione del secondo suono proporzionale al quadrato del flusso
di calore. Tale attenuazione & dovuta alla forza di mutua frizione, causata dal-
Pinterazione tra il flusso di “excitations” (fluido normale) ed i filamenti di vortici
quantizzati nell’elio IT [1, 8]. Un primo studio termodinamico di questo inte-
ressante fenomeno e stato affrontato in Ref. 7, dove la presenza di vortici e stata
modellata mediante un tensore di pressione P, per il quale é stata proposta una
relazione costitutiva.

La turbolenza quantica e descritta mediante un groviglio caotico di vortici
quantizzati di uguale circuitazione

(1.1) i = ?{vs dl

dove x = |¥| € chiamato quanto di vorticita ed & x = h/m4, con & la costante di
Planck, e m4 la massa dell’atomo *He: x ~ 9.97 10~4em?/s. Nell'ipotesi in cui il
groviglio di vortici sia isotropo, esso puo essere descritto mediante una quantita
scalare L, che rappresenta la lunghezza media delle linee di vortici per unita di
volume (brevemente chiamata densita di linea di vortice). Per tale quantita,
nella turbolenza superfluida dovuta al controflusso termico, trascurando I'in-
fluenza delle pareti, Vinen propose la seguente equazione di evoluzione [8]

aL
=
dove ¢ & il modulo del flusso di calore e A e B sono parametri dipendenti dalla
temperatura a cui viene effettuato ’esperimento. L’equazione (1.2) presuppone
che la turbolenza sia omogenea, cioé che il valore di L sia uniforme in tutto il
sistema. Tale omogeneita si verifica quando la distanza media tra i filamenti di
vortice, dell’ordine di L~1/2, & molto pill piccola delle dimensioni caratteristiche
del sistema; tale ipotesi non sara piu verificata nel momento in cui sono presenti
nel superfluido grovigli di vortici diluiti.

Recenti esperimenti [9, 10] hanno mostrato la formazione di un nuovo tipo
di turbolenza superfluida, che ha delle analogie con quella classica, ottenuta
usando per esempio griglie oscillanti, o mescolando opportunamente ’elio li-
quido. In questa situazione, chiamata co-flusso, entrambi i componenti, nor-
male e superfluido, fluiscono lungo la stessa direzione. Per descrivere questi
esperimenti ¢ necessario sviluppare un modello idrodinamico di turbolenza
quantistica, in cui sia possibile studiare le interazioni tra i due campi, tenendo
esplicitamente in considerazione il ruolo della non omogeneita dei vortici al-
I'interno dell’elio.

Nel costruire un modello idrodinamico di turbolenza superfluida, bisogna
pero tener conto delle proprieta di campo della densita di linea L: infatti, essa

(1.2) o1, = AqL?/? — B2,
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dipende dalle coordinate, ha una velocita di moto v;,, ed ha associato un flusso di
diffusione. Il suo inserimento in un modello idrodinamico come campo indi-
pendente, supportato dalla maggiore precisione nelle misurazioni della densita
delle linee di vortice, permette di poter simulare e osservare il moto relativo dei
vortici. Pertanto, diventa importante descrivere situazioni che vanno oltre la
semplice descrizione della densita delle linee di vortice mediata su un volume. Il
nostro scopo in questo articolo & di formulare un modello idrodinamico suffi-
cientemente generale che includa la diffusione di vortici e descriva le interazioni
tra il secondo suono ed i vortici, invece di considerare gli ultimi come una
struttura rigida dove le onde di temperatura vengono dissipate. Tutto cio & im-
portante perché il secondo suono rappresenta il metodo standard per misurare la
densita delle linee di vortice L, per cui lo studio dell’interazione reciproca tra
secondo suono e linee di vortice puo cambiare I'interpretazione dei risultati noti
in letteratura.

La presenza di un flusso di calore nell’elio II provoca la formazione di
vortici quantizzati che si muovono all'interno del superfluido fino al raggiun-
gimento di una situazione stazionaria, come confermato dagli studi effettuati
mediante il secondo suono [1]-[3]. Di contro, tali onde interagiscono con le linee
di vortice, provocando non solo una modifica della loro velocita ed una loro
attenuazione, ma anche una modifica del profilo e del movimento delle linee di
vortice. Poiché 'evoluzione delle linee di vortice e investigata mediante le onde
di secondo suono, diventa necessario analizzare accuratamente la loro reci-
proca interazione. In particolare, le onde del secondo suono ad alta frequenza
sono di grande interesse per sondare il groviglio a piccole scale di lunghezza, al
fine di esplorare, per esempio, le proprieta statistiche delle singole linee di
vortice chiuse (loop) di varie dimensioni. Tale riduzione della scala di lun-
ghezza é una delle frontiere attive nelle tecniche del secondo suono applicate
alla turbolenza, anche se, ad alte-frequenze, la risposta del groviglio all'onda
del secondo suono e qualitativamente differente rispetto a quella a basse
frequenze, mostrando un comportamento diffusivo a basse frequenze e pro-
pagativo ad alte frequenze [11]-[12].

2. — Il modello precedente e la necessita di completarlo.

Negli esperimenti di controflusso generalmente si assume che il groviglio di
vortici sia omogeneo e che I'equazione (1.2) sia 'equazione di evoluzione per la
densita di linee di vortice L [1]-[3], [8]. Quando, pero, la densita delle linee di
vortice non &€ omogenea, tale equazione deve essere generalizzata incorporando
termini non locali. In [11], & stato proposto un modello termodinamico per i campi
& q e L, con ¢ densita totale di energia, utilizzando il metodo di Liu [13, 14] per
determinare le restrizioni imposte dalla seconda legge della termodinamica. Tali
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equazioni sono [11]

pe+V-q=0,
(2.1) q+ VT + VL =—-Klq,

L+V-(wg) = oy,
dove il coefficiente K & legato al coefficiente di attrito di Hall-Vinen Byy dalla
relazione K = éKBHV, Vo €y, sono opportuni coefficienti legati sia alla diffusione
dei vortici che alla loro propagazione e (, e il rapporto tra la conducibilita di
calore del fluido ed il tempo di rilassamento del flusso di calore dato da (KL) .

Per valori nulli di y, e v, le prime due equazioni descrivono le onde di tem-

peratura (secondo suono) con velocitd VZ = /%OV, con cy calore specifico per unita

di massa a volume costante, mentre la terza equazione si riduce all’equazione di
Vinen (1.2). Nello stato stazionario, la seconda equazione si riduce a
o Xo

9= %1 VT — KL VL.
11 coefficiente del primo termine e la conducibilita termica, mentre il secondo
termine descrive un accoppiamento tra la densita delle linee di vortice ed il flusso
di calore, analogo in qualche modo all’accoppiamento tra il gradiente di con-
centrazione e il flusso di calore nei fluidi classici (effetto Soret). Il termine in VL
puo essere legato alla densita di energia interna del groviglio, dato da ey L, con
ey = (p® /4m) In (¢/agL/?), Penergia per unitd di lunghezza dei vortici. Piu
precisamente, tale termine puo essere legato al contributo del groviglio alla
pressione totale [15]. Dato che stiamo considerando onde ad alta frequenza e
piccola lunghezza d’onda, il contributo di VL sara rilevante per i nostri studi, in
contrasto con le usuali situazioni a grandi lunghezze d’onda.

Dal sistema (2.1) si nota che nell’approssimazione lineare, se si trascura ¢ ed il
sistema e isotermo, da (2.1b) e (2.1¢) si ottiene un’equazione di reazione-diffu-
sione per L della forma

2.2)

~ VoXo

o2
(2.3) L =DV°L + gy, con D= KLy’

dove D ¢ il coefficiente di diffusione.
Se, invece, non si trascura ¢ in (2.1b), ma si suppone, in una prima ap-
prossimazione, il fluido a temperatura costante, si ottiene

(2.4) L+ KLoL = voyyV*L + KLoop, + 67,.

Ad alte frequenze, cioé per w > KLy e w > 2BLy — %Aqu/ 2, intendendo fre-
quenze molto piu alte dell’inverso del tempo caratteristico di distruzione e for-
mazione dei vortici, 'equazione (2.4) diventa

(2.5) L ~ vy V2L,
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cioe un’onda di densita di vortici (detta in breve onda di vortict) con velocita
(2.6) v, = Voxo-

Questo sottolinea il significato fisico dei coefficienti vyy,, in quanto il loro pro-
dotto & legato sia al coefficiente di diffusione che alla velocita delle onde di
vortice.

Sino ad ora abbiamo considerato una situazione isoterma. Dal sistema (2.1), si
osserva che il comportamento di ¢ ed L in condizioni non-isoterme e legato al
comportamento del campo 7', per cui diventa necessario uno studio completo di
tale sistema [11, 12].

Inoltre, va evidenziato che la velocita vy, con cui si muove il groviglio di vortici
non e propriamente parallela alla velocita di controflusso, per cui il modello sopra
descritto risulta essere incompleto. Infatti, usando il modello dei filamenti di
vortici proposto da Schwarz in [16]-[18], che descrive le linee di vortice mediante
una funzione vettoriale s(&,t), dove ¢ e lascissa curvilinea misurata lungo il
vortice, la velocita dell’elemento di vortice e [1]-[3]

2.7 v, =vg+as’ x(V—-v;)—ds" x[s' x(V—-uv;)],

dove a e a’ sono coefficienti di attrito tra il fluido normale e la linea di vortice
dipendenti dalla temperatura, s’ e il versore tangente alla linea di vortice, e
vy = Us + v; la “velocita superfluida locale”, somma della velocita superfluida
sufficientemente distante da qualunque linea di vortice e della “velocita auto-
indotta”, dovuta alla presenza degli altri vortici e delle altre parti dello stesso
vortice. In (2.7) 'apice indica la derivata rispetto alla variabile &, cioe s' = 9s/0¢.
Nell’'approssimazione di induzione locale (local induction approximation), la ve-
locita autoindotta v; & approssimata da [1]-[3]

. ~ K C
$=507 Wlth ﬁ = E ln <W) 5

con c costante dell’ordine dell’'unita, x il quanto di vorticita, ay la dimensione del
nucleo del vortice e s” = 92s/0¢ la curvatura. Il modulo di v; & |v;| = /R, con R
il raggio di curvatura della linea di vortice. Il coefficiente f & collegato all’energia
interna per unita di lunghezza della linea di vortice (la tensione della linea di
vortice) dalla relazione ey = p,if.

Usando l'approssimazione di induzione locale, 'equazione (2.7) puo essere
scritta come

(2.8) v; 19 = pls’ x s"]

(2.9) v, =1 —d)Bs' xs" +afs” +vs+as' xV—ds x(s xV).

Si consideri adesso una porzione mesoscopica di superfluido turbolento, conte-
nuta in un piccolo volume A, con all'interno un piccolo groviglio di vortici.
Integrando la velocita del vortice v, sul volume A, tenendo conto che nel con-
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troflusso termico, cioé per p,v, + p,vs = 0, si ha vs = —(p,,/p)V, e supponendo
che nel volume A la velocita di controflusso sia costante, si ottiene

(210) vy =<v >=1—d)f <8 xs" > +af <s" >
—%V+a<s’> xVid <U-—s's'>V,

dove con < - > si e indicato il valor medio della velocita vy, nel volume /.

Supponendo che in A il groviglio di vortici sia omogeneo, e che A sia suffi-
cientemente lontano dalle pareti del contenitore, in modo da non esserci vortici
impigliati alle pareti, i cosiddetti “pinned vortices”, si puo assumere che < s’ >=0e
< §” >= 0, ottenendo cosi

2 _
2.11) Viaw =< Vg, >= —%V + 5TV + (- )l

dove il tensore IT° = ;—’ < U —s's’ > & stato studiato in [19], mentre il vettore

< |s"| >

J—<8xs"> e lo scalare ¢; = P sono stati introdotti da Schwarz [18] in

< |s"] >
un approccio microscopico alla dinamica del groviglio di vortici. Dall’equazione
(2.11) si puo notare che vy, || V solo quando I7° = U, cioé quando la distribuzione
di s’ nel groviglio e isotropa, ed il vettore anisotropia I & parallelo alla velocita di
controflusso V. Tuttavia, esperimenti e simulazioni numeriche mostrano che
queste ipotesi sono verificate solo approssimativamente.
Nellipotesi di isotropia del groviglio (/T° = U), 'assunzione vy, = 0 implica
I || V. Ma, in generale, si potrebbe avere vy, # 0 e I non parallelo a V il che vuole
dire vi,, = AV + BI, con A e B coefficienti appropriati deducibili dalla relazione
(2.11). Percio, l'ipotesi vyq, parallelo a V non & propriamente in accordo con i
risultati microscopici del modello filamentoso di vortice. Per tale ragione, si &
proposto un modello di turbolenza superfluida non omogenea in situazioni di
controflusso [15], in cui il flusso delle linee di vortice, che & parallelo a vy, €
considerata come un’ulteriore variabile indipendente.

3. — Modello Termodinamico.

Allo scopo di trattare le interazioni fra il secondo suono e la dinamica del
groviglio di vortici in maniera pil generale, si e pensato di costruire un
modello termodinamico per lo studio della turbolenza superfluida non omo-
genea in situazioni di controflusso, che abbia come campi fondamentali la
densita di energia £, il flusso di calore ¢, la lunghezza delle linee di vortice
mediata su una unita di volume L, ed il flusso di vortici J [15]. In tale modello,
poiché gli esperimenti sulla turbolenza superfluida di controflusso in regime
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lineare sono caratterizzati da un valore nullo della velocita complessiva del
fluido v ed un valore costante della densita p, i campi v e p non sono stati
considerati come variabili indipendenti. In questa sezione verra richiamato
brevemente il modello termodinamico proposto in Ref. [15]. Si consideri il
seguente sistema di equazioni di bilancio

0l + Oq, = 0
01q; + &CJ;Ik = Ug
Ol + Oy, = 0y,
Ol + OpFiy, = o]

(3.1)

dove 9, sta per 9/0t e 9y per 9/0x;, E e 'energia per unita di volume delle
due componenti fluide che costituiscono l'elio II e delle linee di vortice, in il
flusso del flusso di calore, J; il flusso delle linee di vortice, e F';; il flusso del
flusso delle linee di vortice; 67, o7, e o sono i rispettivi termini di produzione.
Nel modello proposto si e scelto il flusso di calore ¢ come variabile indi-
pendente anziché il controflusso V, legato a ¢ dalla relazione ¢ = p,TsV,
perché ¢ e la variabile macroscopica che compare nell’equazione di bilancio
dell’energia, e che inoltre puo essere controllata negli esperimenti.
Osserviamo che nel sistema (3.1) i termini convettivi sono stati trascurati
poiché si é interessati a studiare la propagazione lineare del secondo suono e
delle onde di vortici.

Nelle ipotesi di fluido isotropo, le equazioni costitutive per i flussi JZ e Fy, al
primo ordine in g; e J;, assumono la seguente espressione

Ji = BE, L)y,

3.2
82) Fy, = w(lE, L)y,

dove f(¥,L) e w(E,L) sono due funzioni regolari e generiche nei soli campi
scalari £ e L. In [15], applicando il metodo di Liu [13, 14] per dedurre le
conseguenze della seconda legge della Termodinamica, sono state ottenute
delle restrizioni sui coefficienti della (3.2). Tale procedimento assume l’esi-
stenza di una funzione scalare S (I’entropia per unita di volume) e di una
funzione vettoriale J,f @il flusso di entropia per unita di volume) dei campi
fondamentali, tale che la disuguaglianza

(8.3) 94S + Oy — AZ[OE + O] — AL [eq; + T, — 7]

K3

— AL + Oy — a1) — A [04]; + OuF . — 1] > 0,

sia verificata qualunque siano i campi £, q;, L e J;. In tale espressione S e J;?
sono funzioni oggettive dei campi fondamentali, mentre le quantita A sono i
moltiplicatori di Lagrange, anch’essi funzioni oggettive dei campi fonda-
mentali.
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In [15], trascurando i termini di secondo ordine in ¢ e in J, e stato ottenuta la
seguente espressione per la densita di entropia

1 L
(3.4) dsS = T JO ﬂ?dL + A19idq; + Aood;idJ; + A12(J;dq; + qidJ;).

dove Ay, (B, L) sono coefficienti legati ai moltiplicatori di Lagrange A7 e A‘i] dalle
relazioni A;I = ;Lllqi + Aigd; e /1;-] = lglqi + Ao, eon Jg1 = Aqe. 11 flusso di en-
tropia, invece, assume la seguente espressione

1 uk
(3.5) JZZqu—%Jk,

che é simile all'usuale espressione del flusso di entropia in presenza di flusso di
massa e flusso di calore, ma con il secondo termine collegato al trasporto di
vortici piuttosto che al trasporto di massa: infatti con x4 & stato indicato il po-
tenziale chimico dei vortici [11].

Sostituendo le relazioni costitutive ottenute con il metodo di Liu, il sistema
(3.1) assume la seguente forma

0B+ 9g; =0
D1qi + $OT + xO,L = o
oL+ 8J; = o

0 + O + 0L, =

(3.6)

17
dove i coefficienti &, #, ¥ e v sono definiti dalle seguenti espressioni

_.  W_ w_ W
ﬁ_éa aL_/{a 8T_’7a aL_v7

o equivalentemente da

(3.7)

, 1
(3.8) /iy + 221y =0, i€+ doy = — 7
_0 (1 A
(39) AlQé + )"22’7 - orT <_ 7 ) j-12)( + 422V = aiL _T .

I coefficienti y e 5 legano le dinamiche di g e J con quelle di L e T, e quindi, come
si vedra, stabiliscono un’interazione tra le onde di calore e le onde di densita di
vortice.

Per il termine di produzione ¢?, poiché si stanno considerando situazioni di
solo controflusso, si e scelta la seguente espressione, alquanto semplice e gia nota
in letteratura [7, 20],

(310) ¢l = 7%KBHvLHS~q,
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dove Byy = 2—/’(1 ¢ il coefficiente di Hall-Vinen [1] e IT® = % <U-s's">¢eun
tensore simmetrico che, nelle ipotesi di isotropia nel piano yz, assume la seguente
espressione [19, 21]

g (20 0 0
(3.11) Hszé(o l1-a 0 )

0 0 1-a

dove 0 <a < %é il parametro che caratterizza 'anisotropia del groviglio di vortici
in quanto < s >=<s? >=a e < s} >=1— 2a. Se il groviglio di vortici & to-
talmente anisotropo, come nel caso della distribuzione regolare di vortici pro-
dotta dalla rotazione (linee uniformemente distribuite, parallele alla velocita
angolare del contenitore), allora a = 0, mentre se & completamente isotropo
a= % Tale termine di produzione 3%, quando ¢ € ortogonale alle linee di vortice,
descrive la forza di attrito, mentre si annulla quando ¢q & parallelo alle linee di
vortice. In tale termine di produzione si potrebbe aggiungere un ulteriore ter-
mine dissipativo, proporzionale al vettore binormale I introdotto in (2.11) (si veda
I’Appendice di Ref. [11]), ma il suo contributo in questo caso & piccolo confrontato
con l'altro termine nella (3.10), per cui e stato trascurato.

Per il termine di produzione o, si scelgono i termini di produzione e di-
struzione di vortici che compaiono nell’equazione di Vinen (1.2)

(3.12) o = —BL? + AqL?”.

Per il termine di produzione della diffusione delle linee di vortice, si assume la
seguente relazione di rilassamento (si veda ’equazione (2.7) in [15])

(3.13) & = —yxLJ = —i,
12
dove il coefficiente positivo y; puo dipendere dalla temperatura 7'; con questa
espressione in situazioni isotermiche si avrebbe un coefficiente di diffusione dato
L
daD=r1v= —T—Jai. Si noti che i termini di produzione (3.10) e (3.13), che in
T2 OL
questo caso dipendono solo da q e J rispettivamente, possono dipendere piti in
generale da entrambi i campi.

4. — Interazione tra il secondo suono e le onde di densita di vortici.

Per una migliore comprensione del significato fisico dei coefficienti contenuti
nelle equazioni (3.6)-(3.13) si rimanda il lettore alla visione dell’articolo [15].

In questa sezione si affronta lo studio della propagazione ondosa nei grovigli di
vortice in situazioni di controflusso, con lo scopo di studiare gli effetti fisici del-
I'interazione, ad alta frequenza, tra le onde di secondo suono e quelle di densita di
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vortici. Esprimendo 'energia ¥ in termini di 7' e L, il sistema (3.6) diventa
pev 0T + per,0:L + 0;q; = 0,

01qi + EO;T + yO,L = o,

0L+ 0iJ; = o,

Ol +n0;T +vo,L = o’

(4.1)

dove ¢y = OrE é il calore specifico a volume costante e ¢;, = O.E. Queste equa-
zioni sono analoghe a quelle proposte in (2.1) a parte la scelta di J;: infatti, qui J;
si assume che sia un campo indipendente, mentre nel sistema (2.1) si era sup-
posto J; dipendente da q;. Tale generalizzazione del modello proposto in [11] si
rende necessaria perché, ad alta frequenza, 'evoluzione del campo J; diventa
rilevante, come sara mostrato nel seguito.

Una soluzione stazionaria del sistema (4.1), con le espressioni dei termini di
produzione date da (3.10-3.13), &

A2

(4.2) q=q0=1(q01,0,0), L=Ly= ﬁqu

KB KB
(4.3) T =Towx) = T* — 2 Loagoar, Jo = ( 1 agor, 0, 0>,
4 Sk

con ¢o1 > 0.
I termini di produzione (3.10), (3.12) e (3.13) possono essere approssimati
nell’intorno di tale soluzione stazionaria nel seguente modo

1
(44) O'(Z-I ~ 7§KBH1/[(3CL —1ong +1 - G/)]((Ij(](L —Ly) + LOQi)a
3 A~
(4.5) o" ~ —|2BL, — EALé/Zqol (L — Lo) + ALY*§, - (g — q0),
e
(4.6) &’ ~ —ycLoJ — y1(L — Lo)J .

Si consideri adesso la propagazione di onde armoniche piane dei quattro
campi del sistema (4.1) nella seguente forma
T = Ty(x) + TeiKmx—ob
q=q + qei(Kn-x—mt)
L=1Ly+ LeiEnx—ot)
J :JO—}-jei(K"‘x_wt)?

4.7)

dove K = k, + ik, & il numero d’onda, w la frequenza reale, n il versore lungo la
direzione di propagazione dell’onda, mentre le quantita soprasegnate denotano
piccole ampiezze dei campi il cui prodotto puo essere trascurato.
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Sostituendo le (4.7) nel sistema (4.1), si ottiene
—wlpeyloT — olperloL + Kq -n =0
[~ — §xByvLo(Ba — Deser +1—a)]q + &K Tn
(4.8) —(—yoKn + iaxBryqo)L =0
[~ —i(2BLy ~ 3ALYq0 ) |L + KT -n +iALY 4 = 0
(—o — iy1kLo)J 4+ neKnT + (voKn — iy;eJo)L =0
dove ¢; e il versore lungo il primo asse x; e ¢;¢; € la diade. Si noti che il pedice 0

individua quantita calcolate nello stato stazionario e che da ora in poi esso verra
rimosso per semplicita di notazione.

Primo caso: n parallelo a gq.

In questo caso si impone la condizione che la direzione di propagazione del-
I'onda n sia parallela al flusso di calore gy, cioé n = (1,0, 0). Sotto tali condizioni il
sistema (4.8) diventa
—wpeyT + Ky — wper,L =0
EKT — (w + iaxBpyL)g — (—yK + ikByyagi)L = 0
1ALP2g, — (0+ i‘CZl)Zz +KJ; =0
nKT + (vK — iy;icJ1) L+ (—w — iyycL)J; = 0

(4.9)
(—o — ikBpyL(1 — a))g2 = 0
(—w — %KBHvL(l — a))(}g =0
(—w —iy;xL)Jos =0
(—w — ipkL)J3 =0

dove

gl = <2BL — gALl/qu).

Si noti che i modi trasversali, cioé quelli che corrispondono alle ultime quattro
equazioni, evolvono indipendentemente rispetto a quelli longitudinali, corri-
spondenti alle prime quattro equazioni.

Poiché siamo interessati allo studio di onde di alta frequenza, ci limiteremo a
studiare il caso in cui w ed il modulo del numero d’onda K siano sufficientemente
grandi. Effettivamente, & per alti valori della frequenza che si puo evidenziare il
comportamento ondoso del groviglio di vortici, in quanto il primo termine in
(4.1c) diventa rilevante, come mostrato nella Sezione 2. Si osservi che 'assumere
|K| = |k + k| sufficientemente grande si riferisce ad un valore grande di &, che
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e legato alla velocita dell’onda di vortice, mentre la parte immaginaria ks corri-
sponde al fattore di attenuazione dell’onda, che si assume piccola.

Per studiare tale problema si seguiranno due step: per primo, si assume che
|K| e w siano estremamente grandi in modo tale da poter trascurare tutti i ter-
mini da essi indipendenti; successivamente, si perturbera la soluzione ottenuta al
fine di valutare I'influenza dei termini trascurati sulla velocita e sull’attenuazione
delle onde ad alta-frequenza.

STEP I: Per le precedenti ipotesi il sistema (4.9) diventa
—awpeyT + vy — wper,L =0

&k, T — o1 + ykL =0

(4.10) —wL +kJy =0

nk,j’ + vk,.lz - wjl =0

—0f; =0, —wj3=0, —-wls=0 —-wl3=0

Indicando con w = w/k, la velocita dell’onda, si ottiene la seguente relazione di
dispersione

s [y, 2 2
(4.11) w {VZ +v ey (paL v)]wz +Vyv=0,
dove Vy = (—/luszcV)_l/ ? & la velocita del secondo suono in assenza del gro-
viglio di vortici [7, 11, 20], che, per la (3.8b), & legata al coefficiente ¢ dalla re-
lazione & = VZpey — A1zn//11. In pit, se si suppone che il coefficiente # sia nullo

bz e @ (P 283 g
412 - M2 e O (KT 255
(412 =0 = Tl ( T)" S v

allora dalla relazione di dispersione (4.11) si ottengono le seguenti soluzioni
(413) W12 = :I:Vg, W34 = j:\/i
a cui corrispondono i modi mostrati nella Tabella 1.

TABELLA 1. — Modi corrispondenti, rispettivamente, alla velocita del secondo suono e
delle onde di vortici.

| wie = xVs | w34 = VY |
5 T 1 —)
T = W T = ~ ooy (7V22f?>l//
B - v alef'\
@1 = £Vepeyy QV:ill%ffﬁw
L=0 L=y
jl =0 jl = iﬁ‘/’
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Come si vede dalla prima colonna di tale Tabella, sotto 'ipotesi (4.12) 'onda ad
alta frequenza di velocita w; 2 = £V € un’onda di temperatura (il secondo suono)
in cui sono nulle le due quantita Leld 1, mentre dalla seconda colonna si deduce
che 'onda ad alta frequenza di velocita ws 4 = ++/v & un’onda in cui vibrano tutti i
campi termodinamici. L’ultimo risultato € dovuto al fatto che quando 'onda di
vortici si propaga nell’elio superfluido, la temperatura 7 e il flusso di calore ¢;
non possono rimanere costanti. Tale comportamento & diverso da quello ottenuto
in [12], dove e stato utilizzato il modello (2.1), dato che in quel caso nel secondo
suono vibra anche la densita di linea L. Infatti, nel precedente modello (2.1) il
flusso di vortici J & stato scelto proporzionale a q, cosicché le vibrazioni nel flusso
di calore (secondo suono) producono vibrazioni nel groviglio di vortici. Per sta-
bilire la validita di questo risultato sono necessari esperimenti con onde di se-
condo suono ad alta frequenza.

SteP II: Supponiamo che i termini del sistema (4.9) che non compaiono nel
sistema (4.10) ed il termine # siano sufficientemente piccoli da essere considerati
come perturbazioni alla velocita w dell’onda e al termine di attenuazione kg del
numero d’onda K. Sostituendo le relazioni

w=Lcwt+o e K=k +ik,
k.
nel sistema (4.9), si ottengono le espressioni (4.13) all’'ordine zero in J e ks, mentre
all’ordine suceessivo si ottiene

_ n 4
(414) W12 = 1- (pﬁ - —> w12,
2pcy (w%z - w§74> i
(415) W34 = 1+ 2;7 > (,08 — w%) W3 4,
2pcy (wl.z - w3_4) 34
e
AL (w2 per, —
a2 arxLBgy ( 12P8L — X )
(416) ks = o0 + 5 )
12 2 (sz - “’%,4)
_ 3/2 _
(17) goo _KLn gt AL (e —2) s,

21034 2(”%,2 - “%4) ngv‘* '

Si osservi che in questa approssimazione tutti i campi termodinamici vibrano
simultaneamente e che i coefficienti di attenuazione kg sono influenzati dalla



ONDE DI CALORE E ONDE DI DENSITA DI VORTICI, ECC. 833

scelta di J come variabile indipendente, come si vede facilmente confrontando le
espressioni (4.16)-(4.17) con quelle ottenute in [12]. Osservando le (4.14)-(4.15), si
puo notare che il temine perturbato dipende solo dal coefficiente # e risulta nullo
quando si ipotizza che 7 sia uguale a zero. Per quanto riguarda, invece, i coeffi-
cienti di attenuazione (4.16)-(4.17), si osservi che il primo termine in (4.16) &
uguale a quello ottenuto in [7], quando i vortici sono considerati fissi. Il nuovo
termine, proporzionale ad A, proviene dall'interazione tra secondo suono ed onde
di vortice.

E da notare che il primo termine della (4.16) produce un’attenuazione sia
per le onde progressive che per le onde regressive, mentre il secondo termine
contribuisce ai due tipi di onde in maniera opposta a seconda del segno di
questo termine. Va ribadito che misure piu precise dell’attenuazione del se-
condo suono potrebbero permettere di evidenziare la presenza ed il segno di
questo termine.

Si noti anche che il secondo termine del coefficiente di dissipazione k{2 &
uguale al terzo termine di k%%, ma con segno opposto. Questo significa che
questo termine contribuisce all’attenuazione delle due onde in modo opposto;
inoltre, il suo contributo dipende anche dal considerare la propagazione di onde
progressive o onde regressive. Il primo termine di k%% produce sempre un’at-
tenuazione dell’onda, mentre il comportamento del terzo termine & analogo al
primo.

Secondo caso: n ortogonale a q,.

Per completare il confronto con il modello (2.1), studiato in [11, 12], bisogna
analizzare un’altra situazione, qualla in cui la direzione di propagazione dell’onda
¢ perpendicolare al flusso di calore, per esempio, assumendo n = (0,0, 1). Sotto
tale ipotesi il sistema (4.8) assume la seguente forma
—awpeyT + K — wper,L = 0
(—o — ixByyLa)qy — ikByvaqiL =0
EKT — (w + ixBpyvL(1 — )@ + KL = 0
IALPq) — (0 + it )L+ KJ3 = 0

(4.18) KT + VKL + (— — iyycL)J = 0

(—a) — %KBHvL(l — (L))QQ =0
—iyyJ1 L+ (—w — iy;cL)J; = 0
(—w — iykL) T3 = 0

Si noti che, in contrasto col primo caso, ma in accordo con la corrispondente si-
tuazione del modello (2.1) descritta in [11, 12], i modi trasversali e longitudinali
non evolvono indipendentemente, come si vede dalle prime cinque equazioni.
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Come nel caso precedente, si assume che i valori di @ e della parte reale del
numero d’onda, k,, siano sufficientemente grandi da poter semplicare il (4.18)
nella seguente forma

—awpeyT + kv — wper,L = 0

—0g1 =0
&k, T — s + ykeL =0
(4.19) —ooL +kJ; =0

nkﬂ’ + vk,i, — a)jg =0

—co(jg:O —(l)jl:() —a)jg:O

In questo caso particolare, come nel caso precedente ed in [12], sono presenti solo
i modi longitudinali, per cui la relazione di dispersione assume la seguente forma

(4.20) w(wt = [V2+v— (g + 22\ |2 £ v2v) =0,
pey 11

simile all’equazione (4.11).
Adesso, seguendo la stessa procedura adottato nel primo caso, cioe impo-
nendo n = 0, la relazione di dispersione (4.20) diventa

(4.21) ww? — vVw? - V2) =0,

dove V; & velocita del secondo suono e /v & la velocita della densita delle onde di
vortice nell’elio II.

TABELLA 2. — Modi corrispondenti rispettivamente alla velocita nulla, del secondo suono e
delle onde di vortici.

wy=0 | wie==xVs I W34 = +/v |

=y |@1=0 =0

e e i
a pt ~ v(per,VZ—;
3 =0 | g3 = £Vepcyy qui%v,
Js=0 | J3=0 Ty = £y

Le conclusioni a cui si puo giungere in questo caso sono le stesse del caso
precedente. Infatti, i modi corrispondenti alle soluzioni (4.21) sono mostrate nella
Tabella 2, che, a parte la prima colonna, sono identici a quelli mostrati nella
Tabella 1.

Come nel primo caso, si suppone che tutte le quantita del sistema (4.18) che
non compaiono nel sistema (4.19) siano sufficientemente piccole rispetto agli altri
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termini dello stesso sistema. In pil, si assume che anche il coefficiente 7 sia
sufficientemente piccolo. Per cui, sostituendo I'espressione

w=2—w+s e K=k +ik,
ke,

nella relazione di dispersione del sistema (4.18), si trovano la relazione (4.21),
all'ordine zero in ¢ e ks, e le seguenti due espressioni all’ordine successivo

_ Ui X
(4.22) W= (1- (ps - —> w12,
2pey (’“’%2 - w§.4) Wi

_ n X
(4.23) w3s= |1+ peL — —5— | | W34,
2pey (w%z - w§.4) "5
e
1-— OL)KLBHV
4.24 pon = A= OBy
(4.24) s T
-1
+ xLy
4.25 3o =L TN
(4.25) s D05 4

Per quanto riguarda l'espressione (4.24) per il termine dissipativo k{1, esso
coincide con quello ottenuto nella stessa situazione quando i vortici sono assunti
fissi [19, 21], mentre il termine k&% coincide con il secondo termine di k&4 del
primo caso (n parallelo a gq).

5. — Conclusioni.

I1 modello idrodinamico di turbolenza quantistica non omogenea (2.1), pro-
posto e analizzato in [11, 12], & stato generalizzato con il modello (4.1) dove e stato
aggiunto al set di variabili £, q e L il flusso di vortice J come ulteriore variabile
indipendente [15]. In quest’ultimo modello, J non e pil descritto da un’equazione
costitutiva ma ha una propria equazione dinamica, il che permette di analizzare
con maggiore dettaglio e precisione il comportamento dell’onda del secondo
suono, delle onde di vortice e del loro reciproco accoppiamento [15]. Questa
analisi matematica puo essere utile nell'interpretazione degli esperimenti del
secondo suono ad alta frequenza. Infatti, la derivata temporale di J diviene ri-
levante ad alte frequenze, evidenziando in tale regime un comportamento on-
dulatorio dei vortici, anziché diffusivo.

Dal confronto dei risultati ottenuti nei due casi analizzati nella Sezione 4 —
propagazione parallela ed ortogonale al flusso di calore — si deduce un risultato
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interessante: quando le onde si propagano ortogonalmente al flusso di calore, la
presenza del groviglio di vortici causa sempre un’attenuazione delle onde,
mentre quando la propagazione dell’onda e parallela al flusso di calore sono
presenti altri termini. Questi ultimi hanno un contributo positivo o negativo a
seconda che la direzione dell’onda sia concorde o meno alla direzione del flusso di
calore.

I risultati della situazione perturbata nel primo caso, quando n & parallelo a g,
possono essere confrontati con quelli ottenuti in [11, 12] relativi al modello (2.1).
Lo stesso si potrebbe fare con i risultati del secondo caso, giungendo pero alle
stesse conclusioni del primo caso, ragion per cui ci limiteremo ad analizzare solo il
primo caso. Come per il modello (2.1) [11, 12], si ha la propagazione di due tipi di
onde, cioe le onde di calore e le onde di vortice, che non possono propagarsi I'una
indipendentemente dall’altra. Infatti, la situazione disaccoppiata (equazione
(4.13)), in cui la propagazione del secondo suono non é influenzata dalle fluttua-
zioni dei vortici, diventa inverosimile quando si tiene conto delle quantita
N = axByyL, Nz = xBpyaqi, N3 = AL??, Ny = yxJ1, N5 =yxL, 170 e p,
presenti nel sistema (4.9). Infatti, da (4.14-4.15) e dai risultati di [12] si evidenzia
che calore e onde di vortice non possono essere considerate separatamente, come
differenti onde, ma come due diverse caratteristiche dello stesso fenomeno.
Ovviamente, i risultati ottenuti qui e in [15] sono piu esaurienti di quelli ottenuti
in [11, 12] per il modello (2.1): infatti, da un confronto tra le velocita al primo
ordine di approssimazione nei due modelli, si deduce che le espressioni (4.14)-
(4.15) dipendono non solo dalle velocita delle onde di calore e onde di vortici, come
in [11, 12], ma anche dal coefficiente termodiffusivo dei vortici #, che proviene
dall’equazione (4.1d) del flusso di vortici J. La quarta equazione del sistema (4.9)
mostra che che il flusso di vortici J; non & proporzionale al flusso di calore, come
era proposto nel modello (2.1), ma soddisfa ad un’equazione in cui sono presenti
anche i campi L e 7.

Si noti che I'attenuazione del secondo suono dipende dalla direzione relativa
dell’onda e del flusso di calore: alecuni esperimenti mostrano questa dipendenza
sia per direzioni parallele che per direzioni ortogonali [22]. Tali risultati furono
spiegati supponendo che ci fosse un’anisotropia del groviglio di vortici, corri-
spondente alla presenza del parametro a in (3.11). Ma, osservando le espressioni
(4.16) e (4.24) dell’attenuazione del secondo suono ad alta frequenza, si nota che
queste espressioni non sono uguali per a = 1/3 (isotropia del groviglio di vortici).
In particolare, il termine

ALY? (W?,zpéz - X)
2 (w%z - w§4>

in (4.16) provoca una dipendenza dell’attenuazione dalla direzione, concorde o
meno, dell’onda con il flusso di calore q. Tale termine € assente nel caso in cui

(5.26)
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I'onda si propaga ortogonalmente al flusso di calore. Si noti che le velocita di
propagazione (4.14) e (4.15) per n parallelo a g coincidono con le (4.22) e (4.23),
rispettivamente, per n ortogonale a ¢. In tal caso il comportamento della velocita
di propagazione non dipende dall’isotropia o anisotropia del groviglio.

In conclusione, un’anisotropia nel comportamento del secondo suono in re-
gime di alta frequenza in una situazione di controflusso non implica necessaria-
mente un’anisotropia del groviglio di vortici, ma solamente un diverso compor-
tamento del secondo suono dovuto all'interazione con le onde di vortice. Tutto cio
puo essere interessante nel caso in cui si voglia esplorare il grado di isotropia per
piccole scale spaziali. Chiaramente, sono necessari esperimenti per stabilire la
presenza e il segno di tali termini aggiuntivi.
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