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Matematica. — Sulle superficie algebriche con infinite tras-
formazioni projettive in s¢ stesse. Nota di Gino Fano, presentata
dal Socio CREMONA.

« Delle superficie (e in particolare delle superficie algebriche) con in-
finite trasformazioni projettive in sé stesse si & occupato il sig. Enriques in
una Memoria presentata al R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti

(1) Annales de I'Ecole Normale Sup., 8. II, T. IX, 1880.
() Cfr. la mia Memoria Sur certaines opérations ete. Acta Math., T. X, 1887.

Re~DpIconTI. 1895, Vor. IV, 1° Sem. 20
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nel luglio del 1893 (!); e poco dopo (settembre-ottobre) esciva anche il 3°
volume della Zheorie der Transformationsgruppen del sig. Lie, nella quale
(cfr. pp. 190-198) sono determinate tutte le superficie (dello spazio ordina-
rio) che ammettono un gruppo continuo almeno o3 di trasformazioni pro-
jeftive, ed & anche accennata una via per fare I’analoga determinazione nel
caso di un gruppo «* — In questa Nota io mi propongo di studiare le
superficie algebriche di uno spazio qualunque, che ammettono un gruppo
continuo (una o pilt volte infinito) di trasformazioni projettive (2), estendendo
le diverse considerazioni anche al caso di omografie con punti uniti multipli,
e completando cosi i risultati importantissimi gia ottenuti (per lo spazio or-
dinario) dal sig. Enriques.

« 1. Sia F una superficie algebrica appartenente a uno spazio S,, la
quale ammetta un gruppo continuo oo! di trasformazioni projettive. Questo
gruppo si potrd ritenere gemerato da una determinata trasformazione infini-
tesima (%), e si comporrd quindi di omografie aventi tutte gli stessi punti
uniti (punti che potranno essere in numero finito o infinito, tutti distinti,
ovvero anche coincidenti in vario modo) (4). Le ¢rajettorie dei singoli punti dello
spazio S,, e in particolare dei punti della superficie F, saranno Curve W (%);
queste ultime contenute in detta superficie. La projettivita (pilt generale)
che ha gli stessi punti uniti del gruppo in discorso, e che fa corrispon-
dere fra loro due punti qualunque P e P’ dello spazio S,, muta anche Ia
trajettoria di uno di questi punti in quella dell'altro (6). Se questi due punti
stanno in particolare sulla superficie F, la stessa projettivitd (supposto che

(1) E inserta in quegli Atti, t. IV, serie 7% Cfr. anche la Nota sullo stesso argo-
mento inserta nel successivo t. V (1893-94).

(?) Rimane quindi implicitamente compreso anche il caso di un gruppo misto di tras-
formazioni projettive (di un gruppo costituito cio® da un numero discreto di schiere con-
tinue di tali trasformazioni), perche fra queste schiere certo una (e una sola) sarebbe di
per s&¢ un gruppo (continuo) (cfr. Lie, op. cit., vol. IIL, p. 180; e anche vol. I, cap. 18).
Resterebbe solo da vedere quali fra i gruppi continui che a noi si presenteranno potreb-
bero essere opportunamente ampliati (erweitert).

(3) Infatti il gruppo delle trasformazioni projettive di uno spazio gualunque, che
mutano in s& una data superficie contenuta in questo spazio, si compone evidentemente
di trasformazioni a due a due inverse, e contiene percid la trasformazione identica. Se &
continuo, esso si potrd dunque generare con trasformazioni infinitesime (cfr. Lie, op. cit.,
vol. I, p. 75); se & misto, vi sard, fra le diverse schiere che lo compongono, un gruppe
(di trasformazioni a due a due inverse) generabile in questo modo (loc. cit., pp. 815-16).

(%) I gruppi continui oo di trasformazioni projettive dello-spazio S, furono gia da
tempo ridotti ad alcuni tipi fondamentali, nei casi di 7=1 e r=2 (cfr. Lie, op. cit.,
vol. IIT; opp. Lie-Scheffers, Vorlesungen diber continuirliche Gruppen ...; Leipzig, 1893).
Per =3, la riduzione (a 13 tipi) fu data recentemente dal prof. Pittarelli (Ann. di Mat.,
ser. 22, t. XXII),

(3) Cfr. Klein-Lie, Compt. Rend.; t. LXX (1870); e Math. Ann., vol. IV, p. 50-84.

(6) Cfr. Klein-Lie, Compt. Rend., t. LXX, p. 1226.
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muti precisamente P in P') dovrda mutare F in una superficie algebrica con-
tenente la trajettoria di P'. Ma se le diverse trajettorie sono curve trascen-
denti, se cioé & rrascendente il gruppo oo ! proposto (secondo la denomina-
zione usata dal sig. Enriques : Mem. cit., p. 5) & chiaro che nessuna di queste
curve potrd stare su due diverse superficie algebriche; epperd la projettivita
considerata dovrda anch’'essa mutare F in sé medesima. E poiché i punti P e
P’ sono affatto arbitrari, se ne trae facilmente che:

« Se una superficie algebrica (appartenente a uno spazio qualsiast)
ammette un gruppo continuo o' TRASCENDENTE di (rasformaszioni projet-
ltive, essa ammettera anche wn inlero gruppo transitivo »* di tali trasfor-
magioni, tutte [ra loro permutabili (aventi cioé gli stessi punti uniti di
quel gruppo oot).

« 2. Nello spazio S;, queste superficie sono superficie W di Klein-Lie
(Compt. Rend., t. LXX). In uno spazio superiore S,, sarebbero superficie
projettantisi in queste da ogni S,_, che sia unito per le oo ® omografie. Ma se
le trajettorie considerate poc’anzi sono effettivamente trascendenti, queste su-
perficie non potranno essere algebriche che nel solo caso in cui i punti uniti
siano tutti distinti (o meglio, formino un gruppo appartenente allo spazio S,
— mnon contenuto cioé in uno spazio inferiore —) (1).

« D'altra parte, se il gruppo oo! proposto & algebrico, se sono cioé
algebriche, quindi razionali, le diverse trajettorie, la superficie F conterra
un fascio di curve razionali (senza perd che sia necessariamente razionale
il fascio). Ma se i punti uniti delle oo! omografie sono in numero finito,
essi saranno o ancora tutti distinti (e indipendenti), oppure tutti coincidenti
(e le trajettorie saranno in quest’ultimo caso curve normali di ordine 7); se
vi sono infiniti punti, e quindi anche infiniti iperpiani e spazi inferiori uniti,
bisognerd ancora che i diversi spazi di punti wunili o siano tutti distinti (e
percio indipendenti), oppure a due a due s/ appartengano (ciascuno di essi
contenga cioé quelli di dimensione inferiore, e sia contenuto in quelli di dimen-

(1) Infatti, per »=3, i sigg. Klein e Lie hanno osservato (Compt. Rend., t. LXX,
p. 1223) che le equazioni di queste superficie si ottengono collo stabilire un’equazione
lineare fra certe funzioni delle coordinate, caratterizzate dal comportarsi additivamente
rispetto alle omografie del gruppo oo ?, e che sono o funzioni algebriche, o logaritmi di
tali funzioni (e precisamente di rapporti fra quelle funzioni lineari che, eguagliate a zero,
rappresenterebbero le facce del tetraedro unito). L’equazione risultante non potrd dunque
essere algebrica che quando dette funzioni siano o tutte algebriche, o tutte logaritmi. Ma
nel primo di questi due casi le trajettorie dei diversi sottogruppi oo si trovano essere
curve algebriche, e precisamente cubiche sghembe, coniche, o rette (cfr. Pittarelli, 1. c., § 2,
nn. 5,9, 11, 13), mentre il secondo caso si presenta appunto quando vi sono quattro punti
uniti distinti e indipendenti. E se 7>8, dovrad presentarsi il caso analogo per tutte le
omografie subordinate nelle forme oo di iperpiani che hanno per assi i di versi S,—.
uniti, sicche qui pure si verificherd quanto sopra abbiamo asserito.
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sione superiore — e, in particolare, coincida con quelli di eguale dimen-
sione —) (1).

« Riagsumendo dunque, abbiamo: I solé gruppi continui projettivi sem-
plicemente infiniti di uno spazio S, che possono trasformarein sé stessa
una superficie algebrica appartenente a questo spazio, sono quelli in cui
i diversi spazi di punti wnité (o in particolare ¢ diversi puniti uniti, se
questi sono in numero finito) sono fuiti indipendenti (distinti — formano ciod
un sistema appartenente ad S,—), oppure a due a due si appartengono
(sono tutti coincidenti). Iz quest'ultimo caso il gruppo é certamente alge-
brico; nel primo caso pud essere trascendente, ma allora la superficie
ammettera tutto un gruppo transitivo «?® di omografie permutabili.

« Queste superficie con oo ? trasformazioni projettive in sé stesse si po-
tranno projettare su di ogni S;, che sia unito per dette trasformazioni, in
superficie di equazione:

2% 2% 3% 4% = Cost.

dove @, -} ;4 a3+ a,=0, e i diversi esponenti « sono proporzionali a
numeri interi (e si possono ritenere anzi essi stessi interi). Dette superficie
sono anche razionali (cfr. Enriques, 1. ¢., pp. 13 e 33).

« Invece sulle superficie con un gruppo algebrico oo® di trasformazioni

(1) Se i punti uniti sono in numero finito (e le trajettorie appartengone percid allo
spazio S,) questo segue dalle note proprieta delle curve razionali con infinite trasforma-
zioni projettive in s stesse (cfr. ad es. la mia Nota, Sopra certe curve rasionali....;
questi Rend. p. 51 e seg.). Se invece le trajettorie sono contenute in spazi inferiori Sy (k<r),
bisognerd ‘analogamente che in ciascuno di questi Sy vi siano k-1 punti uniti o tutti
distinti (e indipendenti), o tutti coincidenti. Nel primo caso, al variare dello spazio Sy,
-varieranno alcuni almeno dei -1 punti doppi in altrettanti spazi di punti uniti; e il
gruppo di questi stessi spazi, compresi eventualmente quei- punti fra i Z-1 che risul-
tassero fissi, dovra certo appartenere allo spazio S8, perchd, se fosse contenuto in uno
spazio inferiore, in questo dovrebbe anche esser contenuta la varietd costituita dagli oot
spazi Sk, e quindi la superficie F, la quale invece si & supposta appartenere allo spazio S,.
Se invece in ogni Sx i k41 punti doppi coincidono (le trajettorie sono quindi curve nor-
mali di ordine %), per le diverse posizioni di quest’unico punto unito (forse variabile da un
Sx all’altro) passera un sistema di spazi di punti uniti, che a due a due si apparterranno;
ma non potrad all'infuori di questi esservene nessun altro, perche se no la varietd degli ot
spazi Sy sarebbe contenuta vello spazio conjugato di’ quest’uno, ¢ non potrebbe quindi
la superficie F' appartenere ad S,. L’equazione (di grado »-1), che si ha eguagliando
a zero il determinante caratteristico di un’omografia generale del gruppo, dovrd dunque
esser tale che ogni sua radice AP annulli anche i minori di ordine »— A2 di questo
determinante, oppure dovra avere essa stessa una sola radice (r-+1)P'2. Per la stessa
omografia generale, il simbolo di Segre (Mem. di quest’Acc., ser. 3%, vol. XIX) sarh costi-
tuito o da sole cifre 1, o da cifre qualunque riunite in un sol gruppo; quello di Predella
(Ann. di Mat., ser. 22, t. XVII) da cifre qualunque, ma non riunite a gruppi, oppure anche
tutte riunite in un sol gruppo.
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projettive le trajettorie saranno curve razionali, su ciascuna delle quali sa-
ranno noti razionalmente uno o (ciascuno di) due punti: i punti uniti comuni
alle oo ! projettivita su di esse. (Anzi, se le collineazioni considerate in 3,
non hanno infiniti punti doppi, questi punti saranno gli stessi per tutte le
trajettorie). In forza dei risultati ottenuti dal sig. Noether (1), queste su-
perficie saranno dunque riferibili birazionalmente a superficie rigate, o in
particolare a coni (se gia esse non sono tali) (3). Concludiamo percid:

« Le superficie algebriche che ammetiono un gruppo continuo oo’
di trasformasioni projettive sono tutte razionali, rigate, o riferibili o
rigate (3). v

« 3. Passiamo alle superficie (algebriche) con un gruppo continuo o2 di
trasformazioni projettive. Anche a queste si applichera naturalmente il ri-
sultato testé ottenuto per le superficie con un gruppo oo! di tali trasforma-
zioni. In particolare dunque, queste superficie saranno certo razionali, se fra
le oo ? trarfornrazioni ve ne sono o' formanti un (sotto)gruppo trascendente.
Che se poi i sottogruppi oo! sono tutti algebrici, e il gruppo proposto si sup-
pone fransitivo, la rigata a cui la superficie potrebbe riferirsi (se gia non &
tale) conterrebbe, oltre le generatrici, infinite curve razionali, e sarebbe
percid essa stessa razionale. Dunque:

« Le superficie algebriche con un gruppo continuo transitivo (due o
pit volte infinito) di trasformazioni projettive in sé stesse sono tulte
razionali (1).

(1) Cfr. la Mem.: Ueber Flichen welche Schaaren rationaler Curven besitzen (Math.
Ann., vol. III, p. 161-227).

(2) Ad es., se le trajettorie sono curve razionali normali, e le oo® projettivita su di
esse hanno i due punti doppi coincidenti, bastera costruire una rigata le cui generatrici
siano riferibili biunivocamente al sistema delle stesse trajettorie (il che & possibile in in-
finiti modi), e projettare poi ciascuna trajettoria sulla generatrice corrispondente da uno
spazio osculatore di opportuna dimensione nell’unico punto unito.

(3) Per lo spazio ordinario, e nel caso di omografie coi punti uniti distinti, questo
stesso risultato era stato ottenuto appunto dal sig. Enriques (Mem. cit., pp. 13-15).

(4) Le superficie di uno spazio qualunque S, con gruppo intransitivo, due o pilt
volte infinito, di trasformazioni projettive contengono come trajettorie un sistema oo?! di
curve razionali normali, appartenenti, come & facile riconoscere, a spazi inferiori (perche
le omografie di un sottogruppo oo* generico devono avere certo infiniti punti doppi, quindi
anche infiniti iperpiani uniti, nei quali le singole trajettorie dovranno esser contenute).
Nello spazio Ss queste superficie si riducono ai soli coni (i quali ammettono un gruppo wo*
di omologie, gruppo che & appunto intransitivo) e alle quadriche (che ammettono due
gruppi intransitivi oo® di trasformazioni projettive, ciascuno dei quali muta in s& stesse
tutte le generatrici di un dato sistema — va da s& perd che questi due sono contenuti in
uno stesso gruppo piu ampio (00®) e transitivo —). Nello spazio S vi & ad es. la rigata
cubica, che ammette un gruppo intransitivo oo ?® di omografie aventiin generale il simbolo
[(11)(111)] secondo Segre, ovvero [12] secondo Predella; e cosi via. E dalle rigate si pos-
sono anche ottenere altre superficie che ammettono un gruppo intransitivo di omografie,
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« Fermiamoci ora sul caso di sole oo® trasformazioni projettive. Se
1 punti uniti di queste omografié sono tutti fissi (le omografie quindi fra
loro permutabili) avremo, nello spazio ordinario, le superficie W di Klein-Lie;
negli spazi superiori, superficie di cui queste possono considerarsi come
projezioni. Ma abbiamo gid veduto (cfr. la 12 nota al n. 2) che, fra le pos-
sibili disposizioni dei punti uniti, non vi sono che alcuni casi determinati,
in cui queste superficie possono essere algebriche (1).

« Se invece qualcuno dei punti uniti (che supporremo per il momento
in numero finito) & variabile, esso descrivera una certa linea, trasformata in
se stessa dalle oo® omografie del gruppo proposto (quindi una retta, o una
curva razionale normale di ordine =7 (%) — supposto che si tratti di super-
ficie appartenente a uno spazio S,—); e quel punto sard in ogni sua posi-
zione unito per le omografie di un sottogruppo oo’ contenuto nel gruppo pro-
posto. Ma, se questo sottogruppo & trascendente, la superficie considerata,
supposta algebrica, dovra ammettere tutto un gruppo oo ? di omografie per-
mutabili, con quegli stessi punti uniti; complessivamente dunque, infiniti
gruppi oo ? formanti una serie continua, e percid almeno oo? trasformazioni
projettive. Volendo dunque restare nel caso di sole o2 omografie, ciascuno
di quei sottogruppi oo! dovra essere algebrico, e avrd percid i punti uniti o
tutti distinti, o tutti coincidenti. Ma anche quest'ultimo caso ¢ da esclu-
dersi, perché uno almeno dei punti uniti deve essere fisso (e allora si ri-
cadrebbe nel caso dei punti uniti fissi, tutti coincidenti); rimane dunque il
solo caso dei punti uniti distinti.

« Nessuna difficolth poi nel caso in cui vi siano, per ogni trasforma-
zione del gruppo, infiniti punti uniti (omografie assiali, ecc.). Se i punti
uniti variabili sono isolati, si pud ripetere ancora lo stesso ragionamento.
Se invece vi € un S; di punti uniti variabile, esso descriverd una serie ra-
zionale oo ! di Sy, sulla quale le oo® omografie del gruppo opereranno come
sui punti di una curva. Vi dovrd dunque essere un S unito fisso, comune
alle oo ? trasformazioni, e distinto percido (in un’omografia generale) da quello

applicando ad esse trasformazioni dirazionali, le quali mutino il gruppo di omografie rela-
tivo alla rigata in un gruppo di omografie dello spazio a cui appartiene la nuova superficie
(e per questo & necessario e sufficiente che le omografie considerate nel primo spazio
mutino in sé stesso il sistema lineare di curve segato sulla rigata dalle varieta che cor-
rispondono agli iperpiani del secondo spazio).

®) E notevole, nello spazio ordinario, il caso di un solo punto unito (quadruplo);
troviamo allora la rigata cubica colle due direttrici rettilinee infinitamente vicine (cfr.
Klein-Lie, Compt. Rend., t. LXX, p. 1224). Sappiamo perd che questa superficie (rigata
di Cayley) ammette tutto un gruppo oo ® di trasformazioni projettive (cfr. Lie, op. cit., vol. III,
p. 196; Enriques, Atti Ist. Ven., ser. 7% t. V).

(3 E su questa retta o curva razionale vi dovra sempre essere anche un punto unito
/isso, comune cioe a tutte le o2 omografie (cfr. Enriques, Mem. cit., p. 18).
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variabile; e c¢io richiede appunto (i sottogruppi oo! dovendo qui pure essere
algebrici) che il sistema di tutti i punti uniti appartenga allo spazio S,
(cfr. n. 2).

« Concludiamo dunque: Se una superficie algebrica appartenente a uno
spazio qualsiasi ammetie wun gruppo w* (e non pik) di trasformazioni
projettive a punti uniti variabili (ovvero anche:se ammette un gruppo o>
di trasformazioni projettive, ¢ non ¢ una superficie W o una delle super-
ficie analoghe negli spazi superiori), un’ omografie. generale di questo gruppo
dovra sempre avere © punti doppi (twtti distinti (o, pit generalmente, 7/
gruppo costituito da questi punti doppi, in numero finito o infinito, dovra
sempre appartenere allo stesso spazio della superficie proposta).

« Il solo caso possibile & dunque I'analogo di quello che il sig. Enriques
ha giad trattato per =3, e non sarebbe difficile estendere le sue conside-
razioni a uno spazio superiore qualsiasi (vi sarebbe solo, naturalmente, un
numero corrispondentemente maggiore di casi da esaminare) (1). Per »=3
quindi, futte le superficie algebriche con (sole) «o? trasformazioni projettive
rientrano nelle categorie seguenti (Mem. cit., p. 44):

a) Superficie di Klein-Lie;

b) Rigate (di ordine =4) con due direttrici rettilinee infinitamente
vicine ;

¢) Superficie contenenti un fascio di coniche, segate dai piani per
una retta ;

d) Superficie di 6° ordine a sesioni ellittiche, rappresentabili sul
piano con un sistema lineare di cubiche aventi a comune un flesso e la re-
lativa tangente.

« 4. Le superficie dello spazio ordinario con oo ?® o pili trasformazioni
projettive sono state gia determinate fuffe nell'op. cit. del sig. Lie e nella Me-
moria del sig. Enriques (compresa la Nota successiva cit.). Astrazion fatta dal
piano e dai coni (che ammettono tutti almeno oo * trasformazioni omologiche),
non vi sono che le tre superficie seguenti:

a) Sviluppabile (di 4° ordine) circoscritta a una cubica sghemba ;

b) Rigata cubica di Cayley;
entrambe con oo ? trasformazioni projettive; e infine:

(1) Bisognerebbe perd limitarsi, per il momento, alle sole superficie algebriche,
mentre le ricerche del sig. Enriques, nel caso di almeno oo? trasformazioni projettive,
comprendono anche le superficie trascendenti. Perd il gruppo oo? di omografie che si con-
sidera deve sempre avere qualche punto unito fisso, e da questo punto (o dal sistema di
questi punti) la superficie proposta si potrd projettare in altra di uno spazio inferiore, che
ammettera pure oo * trasformazioni projettive. E questa considerazione, che qui non intendo
sviluppare, ma che certo deve riescire assai utile, permetterebbe di comprendere nella ri-
cerca anche le superficie trascendenti (prendendo le mosse dai casi gia noti nello spazio
ordinario).
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¢) La quadrica (superficie di 2° ordine), con oo ¢ trasformazioni
projettive in sé stessa.

« Per uno spazio qualunque S, la ricerca analoga riescirebbe piuttosto
lunga, essendo molti i casi che possono presentarsi. Cosi p. e. & chiaro, che
le diverse superficie rappresentabili sul piano col sistema lineare di tutte le
curve di un dato ordine qualsiasi, devono ammettere tutte un gruppo con-
tinuo oo ® di trasformazioni projettive.

« Abbiamo veduto perd (efr. n. 3) che ogni superficie algebrica, la quale
ammetta un gruppo continuo transitivo di trasformazioni projettive, si puo
rappresentare sul piano; e in questa rappresentazione le sue sezioni piane da-
ranno luogo a un sistema lineare di curve algebriche, che verra trasformato in
sé stesso da un certo gruppo continuo di trasformazioni Cremoniane. Inver-
samente, ogni sistema lineare almeno oo ® di curve algebriche piane, che sia
unito rispetto a un gruppo continuo di trasformazioni Cremoniane, potra as-
sumersi come rappresentante di una superficie algebrica (razionale) con un
gruppo continuo di trasformazioni projettive in sé stessa.

« I1 sig. Enriques ha dimostrato () che i gruppi continui di trasforma-
zioni Cremoniane (dipendanti da un numero finito di parametri) possono ri-
dursi birazionalmente a uno dei #/pi seguenti:

1°) Gruppo o delle omografie, e suoi sottogruppi;

2°) Gruppo ° delle trasformazioni quadratiche che mutano in sé
due fasci di raggi (ovvero: gruppo delle inversioni rispetto ai circoli del
piano), e suoi sottogruppi;

3°) Gruppo ™ (con n arbitrario) delle irasformagioni di Jon-
quieres (d'ordine n) che mutano in sé il sistema lineare oo "+ delle curve
d’ordine n con un punto base (n—1)P° ¢ le n—1 tlangenti fisse , e suoi
sottogrupp.

« Possiamo dunque dire, in generale, che ogni gruppo continuo transi-
tivo di trasformazioni projettive, il quale muti in sé stessa una superficie
algebrica, deve essere SIMILE @ wn gruppo di omografie nel piano, oppure
a un gruppo di omografie che muta in 8¢ stessa una quadrica dello spazio Ss,
0 un cono razionale normale di uno spazio qualsiasi.

« Fra questi gruppi, quelli che rientrano nei primi due casi sono gia
stati tutti assegnati e piu volte studiati. Del gruppo 3°) (gruppo oo ”+* di
trasformazioni di Jonquiéres) lo stesso sig. Enriques ha assegnata la com-
posizione in una Nota successiva (%), dimostrando in particolare ch’esso
contiene fre (e tre soli) sottogruppi eccesionali (di cui uno oo™+ composto
di sole omologie, e un altro co”*! composto di sole omologie speciali) ».

(1) Cfr. questi Rend., vol. II, 1° sem., p. 468.
(®) Ibid, p. 532.



