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SULLE EQUAZIONT DIFFERENZIALI LINEARI DEL 5 ORDINE
LE CUI CORVE INTEGRALI SONO CONTENUTE IN VARIETA ALGEBRICHE.
Nota

di Gino Fawo

1. Le ricerche importantissime dei signori Prcarp (*) e VEs-
stor (*%) sulle equazioni différenziali lineari hanno mostrato che
ad ogni equazione differenziale lineare omogenea di ordine = cor-
risponde un gruppo algebrico G di sostituzioni lineari di # varia-
bili, comunemente detto gruppo di razionalitd dellequazioue stessa,
il quale gode di una duplice proprietd analoga a quella del gruppo
di Galois di un’equazione algebrica. B precisamente (***):

1) Ogni funzione razionale delle soluzioni — ossia di # so-
luzioni distinte — dell’equazione differenziale proposta e delle loro
derivate, la quale possa esprimersi razionalmente per mezzo della
variabile indipendente x, dei coefficienti della stessa equazione pro-
posta e delle loro derivate (appartenga cioe, come funzione di =z,
al campo di razionalith definito dai detti coefficienti), rimane inva-
riata, come funzione di @, quando a quelle » soluzioni si applichi
una qualunque sostituzione del gruppo G;

2) Ogni funzione razionale delle dette soluzioni e loro deri-
vate, la quale rimanga invariata, come funzione di «, per tutte le

(*) Compt. Rend., t. 96, 1883 ; t. 119, 1894 t. 121, 1895; Ann. de Tou-
louse, t. 1, 1887; Traité d’analyse, vol. 111, cap. 17.0 (1896).
(*) Sur Vintégration des équations différentielles linéaires; Ann. de
I'Eec. norm. sup., t. 9, 1892. Cfr. in part., p. 231.
(**) Cfr. anche Scuresinasr, Handbuch der Theorie der linearen
Differentialgleichungen, vol. 11, p. T1 (1897).
Rendiconti. — Serie 11, Vol. XXXII. 56
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sostituzioni del gruppo @, & anche razionalmente nota (ossia espri-
mibile razionalmente mediante la x, i coefficienti dell’equazione dif-
ferenziale proposta, e le loro derivate).

Pilt generalmente, se al campo di razionalita definito dai coef-
ficienti dell’equazione differenziale proposta immaginiamo aggiunte
altre funzioni arbitrarie della variabile indipendente x, potremo
parlare del gruppo di razionalitd della stessa equazione differen-
ziale rispetto al nuovo campo di razionalitd cosl ottenuto (*). Ad
es., aggiungendo (ove occorra) le radici di un’opportuna equazione
algebrica con coefficienti appartenenti al campo di razionalitd pri-
mitivo, si pud sempre fare in modo che il gruppo di razionality ri-
sulti continuo (**).

La natura del problema dell’integrazione di una data equazione
differenziale lineare dipende appunto dalla composizione del suo
gruppo di razionalitd (rispetto a quel campo qualsiasi, le cui fun-
zioni si suppongono razionalmente note), ossia dalla determinazione
di una serie di successivi sottogruppi algebrici di quest’ ultimo
gruppo, ciascuno dei quali sia sottogruppo invariante massimo del
precedente (non contenuto cioé in altri sottogruppi pure invarianti
e pitt ampi). B l'analoga decomposizione del gruppo di Galois di
un’equazione algebrica caratterizza del pari la natura del problema
(algebrico) della risoluzione di quest’equazione.

2. Un’applicazione notevole dei risultati ottenuti dai signori
PicarDp e VEssior la si ha nelle ricerche dirette a indagare la na-
tura del problema dell’integrazione di un’ equazione differenziale
lineare di ordine =, quando si sappia che n soluzioni distinte
YisYay--. Yn di quest’equazione sono legate da una o pits relazioni
algebriche omogenee a coefficienti costanti. Il gruppo di razionalith
dell’equazione differenziale proposta deve allora comporsi di sole
sostituzioni lineari delle » variabili y;, ¥, ... ¥, le quali mutino
in sé stesso il sistema di queste equazioni algebriche (***). E poi-

(*) SCHLESINGER, op. e vol. cit., p. 74.

(™) Vessior, L e., p. 234; SCHLESINGER, 1. ¢., p. 80.

(") SCHLESINGER, 0p. e vol. cit., pp. 95, 207 e seg. Con ¢id non inten-
diamo naturalmente che ciascuna delle date equazioni debba essere
trasformata in sé stessa, o in una delle rimanenti; bensi perd in una
che sia conseguenza di queste.
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ché tali equazioni, interpretando le y; come coordinate projettive
omogenee di punto in uno spazio Sx-1, rappresenteranno una va-
rieth algebrica ¢ di questo spazio, nella quale sard contenuta la
curva integrale (*) dell’equazione differenziale proposta, cosi, in lin-
guaggio geometrico, potremo anche dire che la curva integrale del-
Vequazione differenziale proposta é contenuta in una varietd alge-
brica dello spazio Su—i1; e il gruppo di razionalite: dell’ equazione
stessa st rappresenta in Sn-1 mediante un gruppo di collineazioni
trasformanti in sé questa varietd algebrica.

B chiaro pertanto che la determinazione dei vari casi di questa
natura che possono presentarsi per un’equazione differenziale lineare
di dato ordine » dipendera essenzialmente dalla determinazione
delle varieta algebriche dello spazio Sx-1 che ammettono gruppi di
trasformazioni projettive in s¢, nonché delle composizioni di questi
gruppi projettivi. — In particolare, ogni qualvolta il massimo gruppo
continuo di trasformazioni projettive della varietd v in s& stessa sia
un gruppo integrabile (**), e la stessa proprietd sussista percid al-
tresi per il massimo sottogruppo continuo del gruppo di raziona-
lith dell’ equazione differenziale proposta, 1’integrazione di questa
equazione potra effettuarsi, per un teorema gid stabilito dal
signor Vmsstor (***), con sole quadrature e operazioni algebri-
che [F¥%¥),

L’interesse maggiore si concentra pertanto su quei soli casi in
cui la varietd v ammette un gruppo continuo non integrabdile di
trasformazioni projettive. E, fra questi, sono gia noti, per » qua-
lunque, tutti quelli — & noto cioé come si presenti il problema
dell’ integrazione in tutti quei casi — in cui la varieth p & una

(*) Ossia la curva descritta dal punto (y), le cui coordinate (varia-
bili) sono date dalle % soluzioni y: (x) dell’equazione differenziale pro-
posta.

(**) Contenga ciod una serie di successivi sottogruppi, ciascuno dei
quali sia sottogruppo invariante del precedente e dipenda da un solo
parametro di meno di esso.

(™) L. c., p. 241; ScELESINGER, 1. ¢., p. 87.

(****) Basteranno anzi delle quadrature, se il gruppo di razionaliti
dell’equazione differenziale proposta & esso stesso continuo; e basterd
la risoluzione di un’equazione algebrica a coefficienti razionalmente
noti se questo gruppo si compone di un numero finito (>-1) di ope-
razioni.
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curva (¥) ovvero una superficie (algebrica) (**). E con ¢ido sono
esauriti, per n=4, tutti i casi possibili (***). Per »n =5 si pre-
senta invece, come caso ulteriore, quello di un’equazione differen-
ziale lineare la cui curva integrale — che apparterra allo spazio S
— sia contenuta in una (sola) varietd algebrica a tre dimensioni di
questo spazio; di modo che cinque soluzioni indipendenti ¥, , Y5 ,... ¥s
dell’ equazione stessa dovranno esser legate da una sola relazione
algebrica omogenea a coefficienti costanti.

In questa Nota io mi propongo appunto di studiare i vari casi
che possono presentarsi nella detta ipotesi, o almeno tutti quelli
in cui 1’equazione differenziale proposta non pud integrarsi con
sole quadrature e operazioni algebriche. Basterd percid ricordare
quali sono le varietd algebriche dello spazio S, che ammettono un
gruppo continuo non integrabile di trasformazioni projettive, e de-
terminare le composizioni di questi diversi gruppi projettivi.

3. Le varietd a tre dimensioni dello spazio S, che ammettono
un gruppo continuo non integrabile di trasformazioni projettive si
trovano enumerate in un mio lavoro pubblicato, tre anni or sono,
fra le Memorie della R. Accademia di Torino (***¥). Alcune fra
queste varietd non ammettono che un gruppo semplice «? di trasfor-
mazioni projettive; e queste sono:

a) La variets cubica luogo delle corde di una quartica ra-
zionale normale, la cui equazione pud mettersi sotto la forma:
Yi Y2 Ys

J=E Y2 YsUs | SY YsYs + 20 Y Ys— Y Y7 — Yo" Y5 — Y52 =0; (1)
Y3sYs Ys

(*) E coincide pereid colla curva integrale dell’equazione differen-
ziale proposta, o almeno la contiene come parte (siecché questa curva
integrale sara pure algebrica).

(**) Cfr. alcune mie Note pubblicate nei Rend. dell’Ace. dei Lincei,
1.° sem. dell’anno 1895 ; come pure i lavori ivi cit. di Fucus, GoUrsaAT,
HarpHEN, SCHLESINGER, WALLENBERG, nel quali perd la questione &
studiata da un punto di vista quasi esclusivamente analitico.

(™) Un caso diverso, ma che costituisce pure una notevole applicazione
della stessa teoria di Prcarp-Vessior, & quello studiato dal sig. Exri-
QUEs nella sua Nota: Sopra le equazioni differenzials linears del 4° or-
dine che divengono integrabili quando & noto wun loro integrale parti-
colare (Rend. Ist. Lomb., s. II, vol. £9, 1896).

(™) Sulle varieta algebriche con un gruppo continio non integrabile
di trasformazioni projettive in s¢ (Mem. della R. Ace. di Torino, s. 11,
vol. 46, 1895-96).
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) Le varieth del 6° ordine aventi equazione del tipo:
Pk s — 4y Y+ 3y =0, (1I)

dove j & la forma cubica dianzi considerata, e £ un parametro ar-

bitrario (finito e non nullo). Queste varietd sono tutte invarianti,

al pari della precedente, rispetto al gruppo projettivo o della
quartica:

0" '§

I Vi Ya Vs Yu “\i:o

|

1Y Y5 Ys Ys |

In particolare, per % =5 si ha la varieth luogo del piani oscu-

2
latori a questa quartica:
¢) Le varietd del 4° ordine di equazione:

6Y Yo Ys Va—2d Y1 YaP =402y — 2 v + 307 Yo —k yst=0; (1)
d) Le varietd del 6° ordine di equazione:
Y2~y s — kY Y% —2Ys s Ys + U3 12)*=0, (Iv)

essendo sempre £ un parametro finito e non nullo.
A queste vaunno poi aggiunte:
¢) La vaiiete cubica con piano doppio:

Yy — 2y s s + Y s =0,

la quale ammette «® trasformazioni projettive in sé;

f) Il cono di 4° ordine corrispondente all’ipotesi ;£ =0 del
caso ¢), con o8 trasformazioni projettive in sé. Questo cono & co-
stitnito dagli e! piani tangenti a un cono cubico normale (a due
dimensioni), ed & percid incontrato da uno spazio S; generico se-
condo la sviluppabile circoscritta a una cubica sghemba ;

g) Le quadriche, le quali ammettono «° trasformazioni pro-
jettive in s& se non degeuneri,.e «!' o «!3 se coni, risp. di 1* o di
2% gpecie.

Noi dobbiamo ora counsiderare un’equazione differenziale lineare
del 5° ordine:

YTy ey ey sy s =0, (1

e supporre che cinque sue soluzioni distinte y: (x) (1 =1,2,...5)
soddisfaceiano identicamente all’ equazione di una delle varietad al-
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gebriche teste enumerate (e che percido la curva integrale dell’ e-
quazione stessa sia contenuta in una delle dette varieta).

I primi due casi possono trattarsi simultaneamente. Infatti le o*
sostituzioni lineari delle y; che trasformano in s& stessa la rela-
zione (I), e ne lasciano percid inalterato il 1° membro a meno di
un fattore costante, sono quelle stesse e quelle sole che trasformano
in s¢ anche la (II), per un valore finito qualunque di %. Pertanto,
se le soluzioni y; («) dell’equazione differenziale (1) soddisfanno a una
qualunque di queste due relazioni (e non ad altre equazioni algebri-
che), sempre il gruppo di razionalith dell’ equazione (1) coincidera
col gruppo delle «* sostituzioni lineari dianzi considerate, o con un
suo sottogruppo. — Noi potremo anzi limitarci a introdurre come
ipotesi quest’ultimo fatto; supporremo cioe, in altri termini, che i
primi membri di una delle (e quindi di entrambe le) relazioni (I)
e (II) si comportino moltiplicativamente rispetto a ogni operazione
del gruppo di razionalith dell’equazione (1) (e abbiano percid, quando
vi si considerino le ¥; come soluzioni ¥; () della (1) stessa, deri-
vate logaritmiche razionalmente note); sotto quest’ipotesi pit ge-
nerale risulteranno compresi entrambi i casi @) e 5) della nostra
enumerazione.

4. Supponiamo dunque che il gruppo di razionalitd (al pil =*)
dell’ equazione (1) si componga di sostituzioni trasformanti in s& le
relazioni (I) e (I), e si rappresenti percio in S, mediante un gruppo
di collineazioni le quali lascino invariata una quartica razionale
normale C.

Questa quartica potra rappresentarsi analiticamente {in coordi-
nate di punti z;) eguagliando a zero tutti i determinanti di 2° or-
dine estratti dalla matrice;

1
| |

Noi ei proponiamo ora di mostrare come si possa trasformare
I’ equazione differenziale proposta in un’ altra avente questa quar-
tica per curva integrale, e che dovri percid essere soddisfatta dalle

quarte potenze delle soluzioni di un’ equazione differenziale lineare
del 2° ordine (*). Questa trasformazione, d’ altronde semplicissima,

w

ley 2y 25 2y
i

EY

2 R <

w0
B

i 4

(") Warnexsere, Journ. de Crelle, t. 113; ScELESINGER, op. e vol.
cit., p. 210.



EQUAZ. DIFF. LINEARI DEL QUINTO ORDINE, ECC. 849
fu gia applicata dal sig. MAROTTE (*), nei casi analoghi, ad equa-
zioni differenziali lineari di 3° e 4° ordine.

La quartica € sard incontrata da ogni spazio S;, in particolare
da ogni S; osculatore alla curva integrale I' dell’equazione (1), in
quattro punti, in generale distinti. Facciamo corrispondere pertanto
ad ogni punto (y) della curva I uno dei punti (2) in cui la quar-
tica C & incontrata dallo spazio S, oseulatore a I' in (y) stesso.
Le coordinate 2; di questo punto potrannc anche concepirsi come
funzioni della variabile indipendente x; e, poiche questo punto (2)
appartiene al detto spazio osculatore di T,'il quale pud ritenersi

determinato dai punti (), (), ('"), (¥'''), esse potranno mettersi sotto
la forma :

mi=ayi+ By i+ vy + 3y,

dove «, B, v, 3 sono anche funzioni della 2, tali che eciascuna di
esse, o meglio ciascuno dei loro rapporti, sia suscettibile di quattro

|

determinazioni diverse (sicché & presumibile che uno qualunque di

questi rapporti abbia a dipendere dalla risoluzione di un’equazione
algebrica di 4° grado).

Sostituiamo ora queste espressioni delle z; nelle equazioni della
quartica C, le quali sono del tipo:

% g 2k ;
i 1 = 0.
D 21 24t

Indicando questi diversi determinanti rispett. con i (2) (4, k=
1, 2, 8, 4), e indicando altresi con apici le derivazioni rispetto alla
variabile indipendente 2, avremo le 6 equazioni:

@ S (y) + 8 Sin (y') + 12 S (y'") + 325 (y'")
+a b))+ ey ) +v38m @)
oy [#a Yy, — 25 ()] + B[ (y) — 2 5a (y")]
6B 1 (1) = 3 )] O,
dove 7, k£ & una qualungue combinazione binaria dei quattro indici
1, 2, 8, 4.
Ordiniamo queste equazioni rispetto a due qualunque delle quan-

(") Les équations différenticlles linéaires et la théorie des grouﬁes.
Ann. de Toulouse, t. 12, 1898, pp. 63 e seg., 84 ¢ seg.
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tita «, 8, v, 3, p. es. rispetto alle ultime due:

29 () + 18 (y) + ¥ S (v
+ v i [ (@y) — 2% (YOl + B 5w ()
+3 ([ (y) =35 (y)] + ¢ [9in (v) — 2 3 (Y]]
+ o2 5 (y, + B3 (y) + B2 3 (v) = 0.

Eliminando ora dialiticamente le quantith y e 2, abbiamo l'equa-
zione :

S W) S () S () w [3M0 () — 25 U]+ B3 ()
a3 (1) =83 ]+ B[ () — 2512 (9]
a2 Sy (y) +a B (y) + B2 5 (Y1)
S1s ") s ) S (0 w35 (1) — 2 35 ()] + B s ()
e [37s () =85 W]+ B9 () — 2545 (#")]
cf Sy () + o B 5 (y) + B S (y)
S ") @) S @ e [ () — 23, (W) + B ()
S () =38 (W + B[ ) — 23, ()]
S () + 2 B () + B2 S ()
Sas (0) 35 (') Fas (¥'7) . [0 (¥) — 2505 ()] + B a5 (4)
o [55 () — 8 %55 ()] + B[5e5 (¢) — 2 355 'y")]
0% Sy () + 0 B S eg (y) + B2 323 ')
Faa (1) e (0) 32 ") % [0 (1) — 2 85 ()] + B S50 ()
e [5a (1) — 8 (0] + B [3as (U) — 2524 ()]
c2 S () +a B ¥y (y) + B9y (¢)
S50 (W) F5a (W) Fag ") [3 s (1) — 235, W]+ B W)
«[$"50 () — 3350 (f)] + B[350 (V) - 255, (y")]
%S () + 0By () + 8295, (0)

=

la quale pud considerarsi come un’equazione di 4° grade nel rap-
o TR . . .

porto —. I coefficienti di quest’equazione sono determinanti e somme
5
)

di' determinanti di 6° ordine del tipo | 5% (y'9) |; le diverse orizzon-
tali e verticali di ogni singolo determinante corrispondono rispett.
alle sei diverse coppie di indici 7% e a altrettante coppie di
apici pq.
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Ora, le sei equazioni S (¥, = 0 rappresentano rispett. altrettante
quadriche linearmente indipendenti passanti per la quartica C; e
queste quadriche determinano percid un sistema lineare =7 nel
quale risnltano giha contenute tutte le quadriche passanti per Ia
quartica stessa. Poiché dunque ogni operazione del gruppo di ra-
zionalith dell’equazione (1) si rappresenta in S, mediante una col-
lineazione trasformante in s& la quartica C e quindi anche il si-
stema lineare «® delle quadriche che la contengono, cosi & chiaro
che, per effetto di una qualunque di queste operazioni, le sei fun-
zioni 94 () dovranno anche subire una sostituzione lineare a coef-
ficienti costanti (¥). E questa stessa sostituzione la subiranno al-
tresi le loro derivate di uno stesso ordine S (¥), come pure le
fanzioni 3 (@) — corrispondenti a una stessa coppia di apici », ¢ —,
poiché le ¥; sono cogredienti alle loro derivate »{9. Di qui si trae
che i determinanti di 6° ordine che compajono nei coefficienti del-
I'ultima equazione, e quindi anche questi stessi coefficienti, ver-
ranno tutti moltiplicati, nelle operazioni del gruppo di razionalita
della (1), per un medesimo fattore costante, il modulo della sosti-
tuzione delle Jix (). I rapporti di questi coefficienti sono dunque
funzioni differenziali razionali delle ¥; che si conservano inalte-
rate (formalmente, e quindi come anche funzioni di z) per tutte
le operazioni del gruppo di razionalitd anzidetto; essi saranno per-

cid funzioni razionalmente note, e il rapporto — risulterd determi-

6

nato da un’equazione algebrica di 4° grado o coefficienti razio-
nalmente noti.

Supposte aggiunte al campo di razionalitdh primitivo le funzioni
di & radiel di quest’equazione, si potranno determinare razionalmente
tutti gli altri mutui rapporti delle funzioni «, 8, v, 8 (almeno se,
come possiamo sempre supporre, 1’ equazione risoluta &, fra le sei
analoghe, quella che ha le eventuali radici multiple in numero e
con ordine minimo). Infatti, se si formano ad es. le equazioni di

4° grado, pure a coeflicienti razionali, da cui dipendomo i rap-
e}

.2 i . . s e e _ge .
porti — e —, & chiaro che tutte le radici distinte dell’una di esse

i 4

(*) Ciascuna delle forme 9% (y) deve infatti mutarsi in una nuova
forma quadratica, che, eguagliata a zero, rappresenti una quadrica
passante per la stessa C; ¢ questa forma non pud esscre che una com-
binazione lineare delle sei 9k (y) primitive.

Rendiconti. — Serie 1I, Vol. XXXII.
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determineranno colle radici dell’altra, in un certo ordine, rap-
. % . . . . 3 . . .
porti - razionalmente noti, e anche tutti distinti. Quelle radici po-
‘)

tranno dunque determinarsi razionalmente.

Determinate in tal guisa le funzioni «, B, v, 8 (a meno di um
fattore comune, funzione di =, il quale pud assumersi completa-
mente ad arbitrio), se noi all’equazione differenziale (1) applichiamo
la sostituzione:

. 4 "o o,

=y +RY + vy’ + 3y
la trasformata in 2, che sard pure un’equazione differenziale li-
neare del 5° ordine, ottenibile con sole derivazioni ed eliminazioni:

VgVt g2 g3 g+ g53=0, 2

dovra avere cinque soluzioni indipendenti z;, 2,,... 25 soddisfa-
centi alle equazioni:

2y @y Ry 24
=O,

|
1

Zg Ry Ry &5

e avra percio la quartica C come curva integrale.
I’ integrale generale dell’ equazione (2) sard dato pertanto (*)
da un’ espressione del tipo:

z r 3 i N »
2=t T P a8l e H R R e,

dove le @; sono costanti arbitrarie, e le £;, %, sono soluzioni distinte:
di un’ equazione differenziale lineare del 2° ordine, che potra for-
marsi razionalmente. Quest’ ultima equazione pud supporsi ridotta
con una sostituzione &= % alla forma:

T4+sE=0 3)

e le quarte potenze delle sue soluzioni (2 = &*) soddisferanno allora.
all’equazione differenziale lineare di 5° ordine:

2V +920s2" +30s 2" +(6452+185") 2’ + (6455 +45")z=0. (2)

(*) SCHLESINGER, op. e vol. cit., p. 203 e seg.
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A questa ultima forma dovrd quindi ridursi la (2) con una so-
stituzione 2= 2; e anzi, mancando in quest’ ultima equazione il
termine contenente la derivata 2V, sard:

1
— =\ qdx
4 5J%

L integrazione dell’ equazione differenziale proposta si riconduce
dunque in questo caso, colla risoluzione di un’equazione algebrica
di 4° grado a coefficienti razionali e con una quadratura, all’ in-
tegrazione dell’ equazione differenziale lineare di 2° ordine:

[dove la funzione s & data dalla (2')].
Derivando infatti la relazione:

z=ay+B8y +ry" +3y",

successivamente quattro volte, eliminandone la yV e le derivate
successive mediante la (1), e considerando le cinque relazioni cosi
ottenute come equazioni lineari non omogenee nelle y, ¥, y", 4", 17,
ricaveremo per y un’espressione del tipo:

Yy=Az+ B2+ Cz"+ D" + E2v,

i cui coefficienti A, B,... saranno funzioni di & appartenenti al
campo di razionalitha definito dai coefficienti p; della (1) e dalle
v, 8, v, 8; e la 2 avrad per espressione generale:

1
— 5 Jats

z2=ce

661514+(1251 ,2“‘“031 s) +(l42 53"'&5»2

dove le £ sono soluzioni distinte della (3) e le a; costanti arbitrarie.
Si pud ancora osservare che 1’ equazione differenziale (1) ammet-
tera tutte le soluzioni:

— %jq.dw - — )

y=e¢ AB - B BT 4 (282 + DL E )

dove £ & una soluzione qualunque dell’ equazione differenziale (3),
e le 4,, By,... sono formalmente formate razionalmente mediante

le 4,B,...elas.
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5. Nei casi ¢) e d) del n. 3 ’equazione differenziale proposta
& riducibile ‘mel campo di razionalitd definito dai suoi stessi coef-
ficienti); e su ciascuno di questi casi potremo limitarci a poche os-
servazioni.

Nel caso ¢) il gruppo di razionalith dell’equazione differenziale (1)
si rappresenta in S, mediante un gruppo projettivo che lascia fisso
lo spazio ¥;=0 e il punto ¥, =y, = 3 =Yy — 0. L’ equazione
stessa ammetterd pertanto un integrale y; puramente moltiplicativo,
ossia la cui derivata logaritmica sard razionalmente nota; la de-
terminazione di questo integrale richiederi percid soltanto una qua-
dratura. Inoltre, le soluzioni ¥y,¥Y,,¥s,¥; determineranno un si-
stema lineare invariante rispetto all’ intero gruppo di razionalita, e
soddisferanno percid a un’ equazione differenziale lineare del 4° or-
dine con coefficienti razionalmente noti, la quale apparterra alla
categoria VII della classificazione del sig. MarorTE (¥*) (avendo
per proprio gruppo di razionalitd un gruppo di sostituzioni quater-
narie rappresentanti collineazioni di S; con una cubica sghemba
fissa). L’ integrazione di quest’ equazione differenziale di 4° ordine
si ricondurrd percid, colla risoluzione di un’equazione algebrica di
30 grado a coefficienti razionali, all’integrazione di un’equazione
differenziale lineare di 2° ordine; e cid per una via completamente
analoga a quella da noi seguita al n.° prec.

L’equazione differenziale proposta ammette dunque tutte le solu-
zioni di due altre equazioni differenziali lineari, rispettivamente
del 1° e del 4° ordine, a coefficienti razionalmente noti :

Y +ry=0
YVt Y+ ey F ey Yy =0;

¢ la seconda di queste equazioni potrd trasformarsi con una so-
stituzione:

e | 14 o
z=oy + 8y +vy”’
{dove «, B,y risultano anche razionali, dopo aggiunte al campo pri-
mitivo le radici di un’equazione cubica) in wun’ altra equazione,

pure del 4° ordine, la quale, privata del secondo termine, deve as-
sumere la forma:

2V +10s2" + 108" 2" + (85" + 92 2=0,

() Mem. cit., Cap. VIII, p. 84 e seg.



EQUAZ. DIFF. LINEARI DEL QUINTO ORDINE, ECC. 855
¢ sarl percid soddisfatta dai cubi delle soluzioni dell’ equazione
differenziale lineare di 2° ordine 5" + s&==0.

Nel caso d; il grappo di razionalith dell’ equazione differenziale
proposta pud rappresentarsi colle equazioni:

| =

5

b

Yi=lad—bo) °(a*y, +2aby,+ 5y

1
o= (ad—1be) (acy,+ 'ad+be)y,+bdys)

1 i
ys={ad—be) *(Cy,+2edy, +d2ys) (*)
y::ax4+53/5
Ys=cY, -+ dYs

(e pud anche limitarsi a un sottogruppo di questo gruppo o*). Nello
spazio S, esso viene rappresentato da un gruppo projettivo, il quale
lascerd fissi la retta y, =y, =y, =0 e il piano ¥, =y; =0 (non
ché la conicay.? — ¥, ¥;3 =0 in questo piano). Le soluzioni ¥, e v5
soddisferanno pereid a un’equazione differenziale lineare del 2° or-
dine, a coefficienti razionalmente noti. Le soluzioni ¥y, ¥, ¥ soddis-
feranno invece a un’equazione differenziale lineare del 3° ordine a
coefficienti anche razionalmente noti, e appartenente alla catego-
ria TV del sig. MaroTTE (**); essa deve percid ricondursi con una
estrazione di radice quadrata a un’equazione differenziale lineare
del 2° ordine. D’altra parte pero, dopo aggiunte al campo di ra-
zionality le soluzioni y,, y5, il gruppo di razionalitd deve ridursi al
massimo suo sottogruppo invariante che lascia fisse queste due
soluzioni (***¥); vale a dire al grappo finito di ordine due:

Y ==Y Yo = T ys Y3 =ys,

sicché la determinazione delle tre soluzioni nlteriori ¥, ,¥,, ¥; dovra
richiedere (dopo conosciute le y, e y;) soltanto un’ estrazione di
radice quadrata.

o)~

(*) Dove al fattore (¢ d —b¢) si suppone attribuita in tutte tre le
equazioni la stessa determinazione (ossia lo stesso segno).

**y Mem. cit, Cap. VIIL, p. 68 e seg.

{**) Vmsstor, Mem. ecit., p. 238; ScHLESINGER, op. e vol. cit., p. 82.
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B infatti, per ogni operazione del gruppo di razionalita dell’equa-
zione differenziale proposta, le 3 variabili:

— 2 — — 2
1= Y, 2, =Y Ys 23 =Y

1
sono cogredienti alle ¢/, y3, 75 \a meno del fattore costante (ad —bc)z) .
Ponendo dunque:

yi=Azi+ Bz’ + Bz (t=1,2,3),
e ricavando da queste equazioni le 4, B, C espresse in funzione
delle y e delle z:
_ [?/_1 2 23" _ Tz y2"] v _ A .
= oo = C=——"7;
[21 22" 25"] [21 22" 257] [21 22" 25"]

vediamo che queste tre funzioni si comporteranno moltiplicativa-
mente rispetto alle operazioni del gruppo di razionalitd nell’ equa-
zione (1); e risulteranno precisamente moltiplicate per il fattore

no| =

(ad—1bc) I loro mutui rapporti saranno dunque funzioni diffe-
renziali razionali delle ys;, le quali si manterranno inalterate (for-
malmente, e quindi anche come, funzioni di x) per tutte le opera-
zioni del gruppo di razionalitdh anzidetto, e saranno pereio razio-
nalmente note. — Inoltre, dal comportamento veduto delle 4, B, C,
segue altresl che saranno pure invarianti, e perci0 razionalmente
note, le tre funzioni :

A2 (1) B2y, v5) B (y.Y5)5

cosl, una volta note ¥, e y;, le A, B, C si potranno determinare
con una (sola) estrazione di radice quadrata (¥*); e dopo di cio sa-
ranno razionalmente note anche le ¥;,¥,, ¥s.

Lequazione differenziale proposta ammette pertanto le soluzioni
di due altre equazioni differenziali lineari, rispett. del 2° e del 3°
ordine, a coefficienti razionalmente noti :

Y 4y + ey =0, 2

y" oy +ny +ay=0. ®3)

(*) Tuttavia la determinazione della funzione.(y,#'s), e quindi delle
A% B?, (?, pud effettuarsi, anche senza conoscere 7, e ys;, mediante

una quadratura; quella stessa che serve a mandar via il 2° termine
dell’equazione differenziale lineare di 2° ordine da cui dipendono 7, € ;.
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Queste equazioni devono inoltre esser tali che Uequazione diffe-
renziale lineare di 3° ordine a cui soddisfanno i quadrati delle solu-

zioni della (2), e un’opportuna trasformata in y =sy della (3) (dove Z—
\

& razionale) appartengano alla stessa specie (*). E infatti abbiamo

veduto che ’equazione differenziale di 3° ordine a cui soddisfanno
i quadrati 2 = y? delle soluzioni della (2) si trasforma nella (3)
colla sostituzione :

y=Az+ Bz + Cz2",
dove A, B, C hanno mutui rapporti e derivate logaritmiche razio-

nali, e sono percid del tipo:

A:a.efsdx B:b.edex Czc.e-dex,

14
¢ .. . .
essendo ¢, b, ¢ e 3 (:——-;) funzioni tutte razionali.

Osserviamo infine che le cose dette in questo n° valgono an-
che per ogni caso in cui, pur non essendo la curva integrale
dell’equazione (1) contenuta in alcuna varietd algebrica, si sappia
tuttavia che il gruppo di razionalitdh di quest’ equazione si rappre-
senta in S; mediante uno dei due gruppi projettivi «® considerati
ai casi ¢) e d) del ne° 8.

6. Nel caso ¢) il gruppo di razionalith dell’equazione differen-
ziale proposta non & altro che il (ovvero un sottogruppo del)
gruppo o’ rappresentato dalle equazioni:
p=elay +2abys + 0y +2mlays+ bys))
yo=r¢lacy+@d+b0)ys+bdys +n(ay, +bys) +micy, + dy,)
Vo=l 2edy,+ By +2nley,+dyy))

Yi—ay,+b Ys

TJ5:C3/4+dy5.

{*) SCHLESINGER, 0op. ¢ vol. c¢it., pp. 120, 124.
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Le vy, e Y5 saranno percid ancora soluzioni di un’ equazione dif-
ferenziale lineare del 2° ordine a coefficienti razionalmente noti.
L’integrazione di quest’equazione ridurrd il gruppo di razionalitd
anzidetto al massimo suo sottogruppo (necessariamente invariante),
le cui operazioni trasformino in sé stesse le soluzioni y, e y;: vale
a dire, se si trattava del gruppo totale =7, al gruppo «=2:

Yi=20 U +2my,)
52:?(3/2+”3/4+m3/5)
s = ¢ (Ys +2nY;)
Ys="Ya Ys=1Ys-
E poiché questo gruppo & integrabile, le soluzioni ¥y, ., ¥s si

potranno dopo di c¢id determinare mediante quadrature. Sarannc
infatti invarianti, e percid razionalmente note, le*due funzioni:

o

e dalle loro espressioni si ricaveranno rispett. ¥, e ¥;: la prima
mediante due quadrature ; la seconda, dopo effettuate le precedenti,
mediante una quadratura ulteriore. B dopo di c¢id sard razional-
mente nota anche la ¥,.

L’equazione differenziale proposta si potra dunque mettere ra-
zionalmente sotto la forma :

Gt qy F oy ey @ ey Ery)=0;
essendo :
y”—{~'7‘1y’+7'2?/"_‘0’ (2)

Pequazione differenziale lineare di 2° ordine che ammette le solu-
zioni Y, € ¥s.
Invece l'equazione differenziale:

YY"+ ¥ + @y + =0, (3)
ammetterd le soluzioni:

Y vausl =1, 9, 3)

wi=yi -yl oy =St
45

le quali, per effetto del gruppo di razionalith complessivo o7, su-
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biscono le o* sostituzioni lineari:
wy =0 (a2 u, +2abu?+buy)
_u2-——-p(acu1+(ad+bc)u2+bdu3)
w=p(Cu +2cdu, + d?ug).

Di qui, con ragionamento analogo a quello del n°® preec., si pud con-
cludere che l’equazione differenziale lineare di 3° ordine a cui sod-
disfanno i quadrati delle soluzioni della.(2) deve appartenere alla

stessa specie di un’opportuna trasformata in y = oy della (3) (es-

’

G . . . .
sendo—c— funzione razionale). — Le equazioni (2) e (3) si trovano

dunque, 'una rispetto all’altra, in condizioni analoghe a quelle che
si avevano per le equazioni (2) e (3) del caso d). Perd, mentre nel
caso d) le soluzio_ui della (3) erano altresl soluzioni dell’equazione
differenziale proposta (1), nel caso attuale esse rappresentano sol-
tanto il risultato ottenuto applicando alle soluzioni C,y,+ Co %5+ Csy3
della (1) Uoperazione definita dal primo membro delia (2).

7. Nel caso f), e pil generalmente anzi ogni qual volta sia
razionalmente nota la derivata logaritmica della forma  biqua-
dratica :

6y Yo YsYu— 411 Ys® — 4y Y — vi2 Y + 3 Y7 Y55

le quattro soluzioni ¥, ¥s, ¥;, ¥, dovranno soddisfare a un’equa-
zione différenziale lineare del 4° ordine a coefficienti razionalmente
noti, 1a quale sard dello stesso tipo di quella incontrata nel caso ¢).
Lia sua integrazione si ridurrd percid, mediante la risoluzione di
un’equazione algebrica di 3° grado, a quella di un’equazione dif-
ferenziale lineare di 2° ordine. Integrata quest’ ultima equazione,
saranno razionalmente note le ¥;, Yo, ¥s, ¥4, © la y; si determi-
nera con sole quadrature.

Lequazione differenziale proposta deve dungue potersi miettere
razionalmente sotto la forma :

Y Hr)YY+qy" ey Y+ y)=0;

e 1’equazione di 4° ordine che si ottiene eguagliando a zero que-
st'ultima parentesi deve essere dello stesso tipo di quella incon-
trata nel caso ¢) (n° 5).
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8. Rimane il caso in cui la curva integrale dell’equazione dif-
ferenziale (1) sia contenuta in una quadrica dello spazio S; (la cui
equazione indicheremo brevemente con f(y)=0.

Se questa quadrica non & degenere, conviene ancora distinguere
due casi, secondo che la forma f(y'), considerata come funzione
della variabile indipendente @, ¢ oppure non ¢ identicamente nulla.
Di entrambi questi casi io. mi sono gia accupato nella mia Nota:
Sulle equazioni differenziali lineari del 5° e del 6° ordine...,
testé pubblicata negli Atti.della R. Accademia di Torino (seduta
del 12 marzo 1899).

Se si ha identicamente /' ') =0, l'equazione differenziale pro-
posta & seconda associata (¥j di un’equazione differenziale lineare
del 4° ordine, che pud formarsi razionalmente. Mandando a zero
in essa il coefficiente del 2° termine, colla sostituzione:

—“é 5‘1)117-1/'
e
y==ze y

si deve ottenere un’equazione del tipo:

V412" + 189y 2" + (18 ¢o" + 36 " — 4 qy) 2’
+ (6 qZV/V + 36 Q2 q2l —— QVQIL,) 2= 0;

e questa ¢ la seconda associata dell’equazione differenziale lineare
di 4° ordine:

v+ 6g, Y + 64y +qy=0, (2

la guale ultima ha la proprietd di eoincidere eolla propria aggiunta
e prima associata, e pud scriversi immediatamente quando sia
nota la (1'). Indicando con ¥, 5, ¥5, ¥4 quattro soluzioni distinte
di quest’ultima equazione, i sei determinanti (y¥;¥y’z) saranno altret-
tante soluzioni della (1'), e fra queste ve ne saranno cinque indi-
pendenti. I’integrazione dell’equazione (1) si riconduce percid con
una sola quadratura a quella di quest'ultima equazione. Ma ['infe-
grazione della (2) é-un problema non ulteriormente riducibile, trat-
tandosi di un’ equazione il cui gruppo di razionalita {essendo oloe-
dricamente isomorfo al gruppo projettivo 1 di un complesso li-
neare non speciale in. S)) & semplice (¥*). Si pud bensi sostituire alla

(*) SCHLESINGER, op. e vol. cit., p. 127.
(™) Liz, Theorie der Transformationsgruppen; vol. II, pp. 521, 449.
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(2) un’equazione differenziale nou lineare del 3° ordine (ad es.,

’

. .
formandone la trasformata in '7;—, la quale sarebbe una specie di

“ Equazione di Riceati generalizzata ,); ma non si pud in aleun
modo ridursi all’ integrazione di un’ equazione differenziale di or-
dine inferiore al 3°, perche il gruppo «° considerato non contiene
aleun sottogruppo con pilt di 7 parametri (*).

Se si ha invece f(y') =|=0, Isasta aggiungere al campo di razio-
nality definito dai coefficienti della (1) la radice quadrata di una
funzione razionale di questi coefficienti e loro derivate, per ridurre
(come io ho mostrato al n. 9 della mia Nota cit.) I'integrazione
della (1) stessa a quella di un’altra equazione differenziale lineare
del H° ordine a coefficienti razionalmente noti, la quale si trovi
nel caso dianzi considerato (abbia cioé cinque soluzioni distinte &; le-
gate dalle relazioni f(¢) =/ (') =0). — Senza entrare a questo
proposito in dettagli, mi limiterd a ricordare che, se noi ci rappre-
sentiamo la quadrica di S; contenente la curva integrale dell’equa-
zione (1) mediante un complesso lineare non speciale di S;, e questa
stessa curva integrale mediante una rigata (non sviluppabile) & con-
tenuta nel detto complesso, la curva integrale della nuova equa-
zione differenziale verrad rappresentata dalla rigata sviluppabile (¥%)
intersezione dello stesso complesso lineare colla congruenza delle
tangenti principali di . Questa sviluppabile = sard pertanto circo-
scritta ad R; e le diverse generatrici di R staranno rispettiva-
mente nei singoli piani tangenti di ¥, e apparterranno ai fasci de-
terminati dalle singole coppie di generatrici consecutive di X stessa.
Anzi, ogni generatrice di R apparterrd a due diversi fra questi
fasei (distinti, ogni qual volta essa non sia generatrice singolare),
corrispondentemente alle due tangenti principali di B che si ap-
poggiano ad essa e stanno nel complesso lineare considerato. In-
dicando pertanto con ¥, ¥.,... ¥; cinque soluzioni distinte del-
Pequazione (1), e con M, ... M L& 4.2 le due diverse deter-
minazioni di uno stesso sistema, opportunamente scelto, di soluzioni
distinte della nuova equazione differenziale di H° ordine {ecorrispon-
denti al doppio segno del radicale quadratico stato aggiunto al

(*) Lig, op. e vol. eit., p. 455.
(™) Lig, Ueber Complexe, insbesondere Linien- und Kugelcomplexe . . .
Math. Ann., vol. 5, 1872, p. 179.
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campo di razionalitdh primitivo), dovranno sussistere relazioni del
tipo :

yi=a; GV + b, GO = @, () 4 b, 5@ (t=12...5)

essendo le o e le & certe funzioni, i cui mutui rapporti saranno
completamente individuati da queste equazioni. In particolare i rap-
porti -Z—: e % saranno funzioni differenziali razionali delle £ e {/® e
quindi delle y; (*), le quali, esprimendo i birapporti [¢, ¢, (¢ + €), ] (*%),
rimarranno invariate, come funzioni di x, per tufte le operazioni
del gruppo di razionalitd dell’equazione differenziale proposta, e sa-
ranno percid razionalmente note (dopo aggiunto al campo di razio-
nalith il radicale quadratico gia considerato). Per completare poi la
determinazione delle singole funzioni @« e b basterd tener conto
della (1) (alla quale le y; devono soddisfare) e della relazione

f@"")=7Ff ") posta nella mia Nota cit. Queste relazioni permette-

vanno di effettuare tale determinazione anche razionalmente.

Concludiamo pertanto:

Ogni equazione differenziale lineare del 5° ordine, di cui cinque
soluzioni indipendenti siano legate da un’ equazione quadratice
omogenea a coefficienti costunti e di discriminante non nullo, pud
ottenersi da un’equazione del tipo (1') mediante una trasforma-
cione Yy = Az -+ Bz, dove A e B sono certe funzioni della varia-
bile indipendente x. 1 coefficienti di quest’equazione (1') apparten-
gono al campo di razionalitd definito dai coefficienti dell’equazione
differenziale proposta (1) coll’aggiunta della radice quadrata di
una funzione razionale di questi stessi coefficienti e loro derivate :

.1,4

a questo campo di razionalith appartiene altresi la funzione B ma

(*) Poiché le C(i“ e 552.) possono a ler volta esprimersi razionalmente
mediante le y. , le loro derivate, e il radicale quadratico dianzi con-
siderato.

(*) Essendosi nella mia Nota cit. determinate le ¢ in modo che, per
effetto delle operazioni del gruppo di razionalitd dell’equazione pro-
posta, esse subissero sostituzioni lineari a coefficienti costanti, e fos-
sero percid cogredienti alle ¢’, ne segue che anche alla retta C+¢) e
pilt generalmente ad ogni retta (f + & ¢’) corrispondera la metta (& + ')
o rispett. (Z+ % ).



EQUAZ. DIFF. LINEARI DEL QUINTO ORDINE, ECC. 863

la determinazione delle due funzioni A, B richiederd in generale
una quadratura (*).

9. Se la curva integrale dell’equazione (1) appartiene a un
cono quadrico di 1* specie, — la cui equazione possiamo supporre
che contenga le sole vy, ¥,, ¥s, ¥. —, la (1) dovra ammettere
tutte le soluzioni C,y; + C,y, + Cyy; + Cyy, di un’ equazione
differenziale lineare di 4° ordine a coefficienti razionalmente noti.
B quest’ultima equazione, avendo quattro soluzioni distinte legate
da una relazione quadratica di diseriminante non nullo, dovrd a
sua volta essere soddisfatta dai prodotti delle soluzioni di due
equazioni differenziali lineari di 2° ordine, che potranno anche
formarsi razionalmente a meno di un’estrazione di radice qua-
drata (*¥).

Se queste due equazioni le supponiamoe ridotte rispett. alla
forma :

Yt qy= y' T gy =0,

i prodotti delle loro soluzioni soddisferanno all’equazione differen-
ziale lineare di 4° ordine:

r

'—-
yv— By g9 (g, 4 gu) g
a1 92

+ } 3l +¢)— 2 (g1 + 2) (¢ — ¢o) o'
g1 — 92

2 ___ .12
Yo e (g — g e
+j(q1 2" + (1 — ¢2) =)

y =0

B di qui & facile dedurre la pill generale equazione differenziale
lineare del 5° ordine che ammette tutte le soluzioni della prece-
dente; essa potra rappresentarsi simbolicamente scrivendo:

, (/'—‘ 4)’ 7 "o
(y +py)(y”—]-q‘—l—__—g-‘2—?/”+2(q1+q-z)y +...)=0.

I’equazione differenziale proposta dovra percid ridursi a questa forma

mediante una sostituzione y =;¢ .

(*) Lie considerazioni precedenti si riferivano infatti all’equazione
avente per soluzioni le ;; la guale equazione non & ancora del tipo (17,
ma si riduce a questa forma mandando a zero in essa il coefficiente
del 2° termine.

%) Goursar, Compt. Rend., t. 97 (1883), p. 31.
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Havepaen ha anche mostrato (*) che, scegliendo opportunamente
la variabile indipendente @, le due equazioni differenziali lineari
di 2° ordine considerate possono mettersi sotto la forma:

z/”+(q+-29)z/:0, ?/"+(q—2£)y=0,

dove ¢ & funzione di z, e ¢ & una costaute arbitraria (non nulla,
se le due equazioni sono distinte). I prodotti delle soluzioni di queste
due equazioni soddisfanno all’equazione differenziale di 4° ordine :

YWAAqy'+ 69y + 29"+ P)y=0;

e ’equazione di 5° ordine pilt generale che ammette tutte le so-
luzioni della precedente sara del tipo:

W +py) v +4qy" +6q' Yy +2q¢" +)y)=0,
ossia :

Y Aoyt +4qy" + (10 +4pq)y’ + B¢ +6pqg + )Y
+(2¢7 +2pg" +pe)y =0.

A questa forma dovrd dunque ridursi la (1) con un’ opportuna
sostituzione Yy = oy, x=f ).

Se infine la ‘1) ha la propria curva integrale contenuta in un
cono quadrico di 2* specie (la cui equazione possiamo supporre
che contenga le sole ¥;, ¥s, ys), essa dovrd ammettere tutte le so-
luzioni (C; ¥, + Cy s + C5 y5) di un’equazione differenziale lineare di
3° ordine, la quale a sua volta dovrd essere soddisfatta dai gqua-
drati delle soluzioni di un’equazione pure lineare di 2° ordine {a
coefficienti razionalmente noti). Se quest’ultima equazione la sup-
poniamo ridotta alla forma :

Y+ ry=20;

i quadrati delle sue soluzioni dovranno soddisfare all’equazione dif-
ferenziale di 3° ordine :

v +dry +2ry=0;
e Iequazione (1) si potra percid ridurre con una sostituzione y = ¢ ¥

(*) Cfr. la Mem. Sur les invariants des équations différentielles Ii-
néaires du quatriéme ordre. Acta Math., ITII, 1883, p, 348 e seg.
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alla forma :
W +py e +4ry +207y)=0
ossia :

YA py +@r+ @y 10 +4pr) y " +@r +6pr +4qr)y’
+20@" +pr" +rqy=0,

la cui integrazione richiede quella di due distinte equazioni diffe-
renziali lineari di 2° ordine, oltre a un certo numero di quadrature.
L’ integrazione di queste due equazioni differenziali di 2° ordine
riduce il gruppo di razionalitd dell’ equazione proposta all’insieme
di quelle sole trasformazioni projettive di S, che lasciano fissi tutti
i piani (e gli spazi Sg) e tutti i punti appartenenti alla retta asse
del cono: trasformazioni che formano evidentemente un gruppo in-
tegrabile.

10. Nella mia Memoria gia citata al n° 3 di questa Nota sono
anche determinate le superficie algebriche dello spazio S, che am-
mettono un gruppo continuo non integrabile di trasformazioni projet-
tive. Queste sono:

1.° La sviluppabile del 6° ordine circoscritta a una quartica
razionale normale;

2.2 La superficie di 4° ordine luogo delle intersezioni delle
coppie di piani osculatori a una quartica.

Queste due superficie non ammettono ché le o3 trasformazioni
projettive che lasciano fissa la quartica cui esse si riferiscono.

3. 11 cono razionale normale del 3° ordine, il quale & inva-
riante rispetto allo stesso gruppo projettivo =8 del cono quartico
a tre dimensioni considerato nel caso e).

4.2 La rigata cubica normale con direttrice rettilinea, la
quale & projettata da questa direttrice secondo un cono uadrico
di 2* specie, invariante rispetto alle sue =® trasformazioni projettive.

Infine, la sola curva appartenente a S, la quale ammetta un
gruppo continuo non integrabile di trasformazioni projettive & la
quartica razionale normale.

Possiamo dunque concludere:

Ogni equazione differenziale lineare del 5° ordine le cui solu-
zioni siano legate da una o pie equazioni algebriche omogenee



866 G. FANO, EQUAZ. DIFF., LINEARI DEL QUINTO ORDINE, ECC.

coefficienti costanti (di grado superiore al 1°) pud integrarsi con
operazioni algebriche, quadrature, e, eventualmente, una o due
equazion! differenziali lineari di 2° ordine (ovvero equazioni di
Riccati) — a meno che non si tratti di wna sola relazione qua-
dratica e di discriminante non nullo fra cinque soluzioni distinte.
In questo caso 1’integrazione dell’ equazione differenziale proposta
pud ricondursi con un’estrazione di radice quadrata e una quadra-
tura (al pilt a quella di un’equazione differenziale lineare di 4° or-
dine del tipo:

v +py Y +qy=0.

Roma, aprile 1899.




