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Ricerche sulla varieta cubica generale
dello spazio a quattro dimensioni e
sopra i suoi spazi pluritangenti.

(Di Gixo Faxo, a Torino.)

In questa Memoria vengono trattate alcune questioni di carattere pro-
iettivo riguardanti la varieta cubica generale (priva di punti doppi) dello
spazio a quattro dimensioni. Fra altro, vengono completamente determinati
gli spazi che sono tangenti a questa varieta in 2, 3 o 4 punti diversi, nonche
le proprieta e i caratteri di alcuni enti a cui quegli spazi danno luogo. Un
procedimento per la costruzione degli spazi pluritangenti di questa stessa varieta
& stato dato parecchi anni or sono dal sig. Exriques (¥), il quale ne ha anche
dedotta la valutazione di alcuni dei caratteri sopra accennati; lo stesso pro-
cedimento, insieme con altri, trova pure applicazione in questa Memoria, ma
quei caratteri risultano ora modificati (si vegga in proposito quanto & detto
in una nota al n.° 8). E, in conseguenza, risultano pure modificati alcuni
caratteri delle varieta cubiche e loro Hessiane, che si trovano nell’ultima
parte di un lavoro, di poco posteriore, del sig. Ascroxe (**).

1. Sia V® (o brevemente V) una varietd cubica a tre dimensioni dello
spazio S,, priva di punti doppi. Ogni punto di questo spazio avrad rispetto
ad essa una certa quadrica polare; e tutte queste quadriche formeranno un
sistema lineare oo*, privo di punti basi. Vi sard in particolare una triplice
infinitd di punti le cui quadriche polari hanno un punto doppio, cio& sono

(*) Sugli spazi pluritangenti delle variela cubiche generali apparienenti allo spasio
a quattro dimensioni (Giorn. di matem., vol. 31 (1893); p. 31-35).
(**1 Sulla Hesstanw i una varietd nello spasio « quatlro dimensiond (ibid., p. 210-17).
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coni. Il luogo di questi punti & la warietd Hessiana di V, la quale & del
5.° ordine, ed ¢ anche in pari tempo il luogo dei vertici di quei coni quadriei.
Anzi — analogamente a quanto avviene nel piano e nello spazio ordinario (¥)
— se la quadrica polare di un punto X & un cono di vertice Y, a sua volta ¥
avra per quadrica polare un cono di vertice X; i due punti X e Y si di-
ranno allora « punti corrispondenti » della varieta Hessiana, e saranno re-
ciproci rispetto a tutte le quadriche del sistema polare (e viceversa).

La varietda Hessiana di ¥ ha una curva doppia di ordine 20 (**), luogo
dei punti le cui quadriche polari sono coni di 2." specie. Ciascuno di questi
punti ha, sulla Hessiana, infiniti corrispondenti: tutti quelli della retta asse
del suo cono polare; ed & percid vertice di tutto un fascio di coni del si-
stema polare.

La varietd Hessiana incontra V secondo una superficie del 15.° ordine,
che si pud chiamare la « superficie parabolica » di V. Gli spazi S, tangenti
a V nei punti di questa superficie hanno la proprieta caratteristica di incon-
trare V secondo superficie cubiche con punto doppio biplanare; e gli spazi
tangenti a ¥ mnei 20.3 =060 punti comuni a questa varietdh e alla curva
doppia della varieta Hessiana incontrano ¥ secondo superficie con punto
doppio uniplanare.

La varieta 7 & di classe 24, ossia per un piano generico passano 24
spazi ad essa tangenti. I punti di contatto di questi spazi sono le interse-
zioni di V colla curva di 8.° ordine che & base della rete formata dalle qua-
driche polari dei punti del piano considerato.

Non insistiamo ulteriormente sopra queste proprietd, percheé esse possono
riguardarsi come generalmente note. I ci riserviamo pure di considerare in
seguito come note, quando occorra farne uso, tutte le proprietd fondamentali
della polaritd rispetto alla varietd V.

2. Una retta generica di Si & contenuta in una semplice infinita di
quadriche del sistema polare determinato da ¥, formanti un fascio. Vi sono

(*) Cfr. ad es., Saumon-FiepLer, Analytische Theorie der hoheren ebenen Curven,
p. 193=04; e Analytische Geomelrie des Raumes, II, p.-377-78.

(**) Questa curva si rappresenta analiticamente scrivendo che il determinante Iles-
siano ‘di ¥, che ¢ simmetrico del 5.° ordine, ha la caratteristica tre; ¢ di qui segue ap-
punto la determinazione dell’ordine della curva stessa. Perla formola generale applicabile
a questo caso v, C. SuarE: Gl ordini delle varield che annullano ¥ determinanti dei vari
gradi estratti da una matrice (Rend. Lincei (5), IX, 1900).
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perd delle rette particolari, ciascuna delle quali appartiene a un’intera rete
di queste quadriche; ad esse daremo il nome di rette «speciali » (*). Sopra
una retta speciale le oot quadriche del sistema polare segheranno soltanto
una semplice infinitd, vale a dire un’involuzione di coppie di punti; e cia-
scuna di queste coppie fard parte di un gruppo G, di 16 punti, base di un
sistema lineare oo® di quadriche contenuto nel sistema polare complessivo oot
Viceversa, ogni retta la quale congiunga due punti di un tale gruppe G,; im-
porra una sola condizione ulteriore a una delle co® quadriche passanti per
questo G,; la quale debba contenerla per intero; essa apparterra percid a una
doppia infinitd di queste quadriche — sard dunque una retta « speciale » — e
conterrd, oltre a quella prima coppia di punti, anche oc* altre coppie analoghe,
appartenenti a altrettanti diversi gruppi G, . E poiche ogni punto di S, ap-
partiene a uno e un solo gruppo G, cosl per quel punto passeranno preci-
samente 15 rette speciali (quelle che lo congiungono ai rimanenti punti del
medesimo gruppo G); e le rette speciali di tutto lo spazio S, saranno in nu-
mero di oc®,

Le oo? quadriche del sistema polare che passano per una retta speciale
avranno a comune, oltre questa retta, una curva di 7.° ordine e genere 3
avente tale retta per trisecante. Questa curva la chiameremo brevemente la
« C7 residua » di quella retta.

Nello spazio S, (anzi in ogni spazio lineare) le rette contenute nelle oo?
quadriche di una rete formano un complesso cubico (**). Infatti per ogni
punto dello spazio passano oo! quadriche della rete, formanti un fascio; le
rette contenute in queste oot quadriche sono le corde della varieth g¢* base
del fascio; e, fra queste rette, quelle che escono dal punto considerato sa-
ranno le generatrici del cono cubico che da questo medesimo punto pro-
ietta la ¢*, — Ora nel sistema polare oc* determinato dalla nostra varietd
cubica ¥ sono contenute oo® reti di quadriche, le quali individuano altrettanti
complessi cubici di rette; e si vede immediatamente che ¢l sistema oo delle
rette speciali ¢ U'infersezione completa di questi oo® complessi cubici (***).

(*) Enntques, L c. p. 32.
(**) Ossia una varietd rappresentata da un’unica equazione di 3.° grado fra le ordi-
narie coordinate di retta »x = (x;yr).
(**%*) Qualunque sistema lineare oot di quadriche dello spazio S, (anche se non é pre-
cisamente il sistema delle quadriche polari rispetto a una varietd cubica) da egualmente
origineé a un sistema o003 di rette «speeiali», contenuto in 008 complessi cubiel. Il sistema
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Gli spazi S, polari dei punti di una retta speciale (rispetto alla varietd V)
formano un fascio, avendo a comune l'intero piano luogo dei punti le cui
quadriche polari passano per quella retta; e ogni S, di questo fascio & spazio
polare di due punti di quella retta. (Invece gli S, polari dei punti di una
retta generica hanno a comune soltanto una retta, e inviluppano un cono
quadrico di 2." specie avente quest’ultima retta per asse).

3. I diversi gruppi G,; considerati al n.° prec. formano nello spazio S,
un’involuzione I,;; e ciascuno di essi si compone dei poli di un medesimo
spazio S;. Quando fra questi 16 poli di uno spazio & due (almeno) coinci-
dono in un punto P, il sistema lineare oo® formato dalle quadriche polari
dei punti di questo S, per il quale quel G, & gruppo base, avra in P (al-
meno) una tangente fissa; e allora, imponendo come tangenti in P tre altre
rette arbitrarie uscenti da questo punto, si vede che vi sard nel detto si-
stema oo® una quadrica avente in P un punto doppio, vale a dire un cono
di vertice P: sard dunque P un punto della varietd Hessiana di V (e vi-
ceversa).

Ora sopra ogni retta speciale o vi & un’involuzione di coppie di punti
contenute rispett. in altrettanti gruppi G . Percid ciascuno dei due punti
doppi M, N di questa involuzione coincidera con uno dei 15 suoi coniugati
nella I,; (e le oo® quadriche del sistema polare che passano per questo punto
saranno tutte ivi tangenti alla retta r): sicché i due punti M e N sta-
ranno sulla varieta Hessiana di V. E anzi, poich® questi due punti sono evi-
dentemente reciproci rispetto a tutte le quadriche del sistema polare, essi
saranno altresi « punti corrispondenti » della Hessiana (n.” 1). — Le rima-
nenti #re intersezioni di » colla varieth Hessiana (che & del 5.° ordine) sa-
ranno 1 tre punti comuni a r stessa e alla sua C} residua: poiché in ognuno
di questi punti le oo* quadriche del sistema polare passanti per », e quindi
anche per la C7, hanno un piano tangente fisso (il piano determinato da
e dalla tangente alla C7), e percid tutte le co® quadriche del sistema polare
che passano per quel punto vi avranno ancora una tangente fissa.

analogo (00?) di rette nello spazio ordinario (di ordine 7 e classe 3) é stato studiato dal
Sig. ReYE (Geometrie der Lage, 3t Aufl,, III, p. 140 e seg.), e fu incontrato anche da me
in altre ricerche (Nuove ricerche sulle congruenze di retle del 3.2 ordine prive di linea
singolare, Mem. Acc, Torino, ser. 11, t. L, 1901 ; § 14).
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Le cinque intersezioni di una retta speciale colla variets Hessiana di V
sono ¢ due punti doppi dell'involuzione segata sopra questa retta dal sistema
polare di quadriche, ¢ le tre intersezioni della medesima retta colla sua Cj
residua.

Questi cinque punti sono in generale distinti. E la retta » sarad tangente
alla varietd Hessiana in uno dei due punti M, N Sopra considerati soltanto
quando la sua C} residua passa per questo punto. Ci conviene perd di dare
a questa condizione una forma diversa.

4. Per una proprieta nota delle curve piane e superficie del terzo or-
dine (*), la quale si estende immediatamente alle varieta cubiche di uno spazio
qualsiasi, due punti corrispondenti della Hessiana di una varietd cubica V
sono sempre tali che lo spazio tangente alla Hessiana medesima in uno di
essi ¢ polare dell’altro rispetto alla wvarieta V. Ora, se la retta speciale »
considerata al n.° prec. & tangente alla Hessiana p. e. nel punto M, essa dovra
stare nello spazio tangente alla Hessiana in questo medesimo punto, il quale
non & altro che lo spazio polare di N rispetto a V; questo spazio passerd
allora anche per il punto N, e questo punto stard percid sulla varieta cu-
bica V (e viceversa). La quadrica polare di N, che & un cono di vertice M,
dovra allora passare per N, ossia avrd come generatrice la retta r = M N
e questa retta sara percid una tangente tripunta di ¥ nel punto N..

Una retta speciale vr=M N ¢ tangente alla varieta Hessiana in uno ded
due punti M, N sempre ¢ solo quando l'altro di questi due punti sta sulla
varieta V. La retta v ¢ allora tangente {ripunta di V in questo secondo
punto.

Piu particolarmente, perché la retta speciale r = M N sia bitangente
della Hessiana (nei due punti M, N) sara necessario -e sufficiente ch’essa sia
in entrambi questi punti tangente tripunta (almeno) della V7; e c¢id avviene
soltanto quando essa & contenuta in quest’ultima varietd.

Le (sole) rette speciali contenute nella variett V' sono bitangenti della
variet Hessiana ; e la toccano precisamente nei puuti doppi delle involu-
zioni segate su di esse dalle quadriche del sistema polare (**).

(¥) SarLyoN-FiBpLER, op. cit.,; v. rispett. p. 196 e p. 378,

(**) Questa proprietd ¢ 'immediata estensione di quella che riguarda il comporta-
mento delle rette contenute in una superficie cubica rispetto alla linea parahbolica di questa,
superficie (SaraoN-FrupLer, op, cit., p, 399).
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SpAZI BITANGENTI.

5. Quando una retta speciale & contenuta nella varietda V| lo spazio S,
polare di un suo punto qualunque e che & pure polare di un secondo. punto
della stessa retta (coniugato del primo nelVinveluzione I,;) sard tangente a V'
in entrambi questi punti; sard dunque uno spazio bifangente. E viceversa, se
la varieth V e toccata da uno spazio & in due diversi punti 4 e A’, anzi-
tutto la retta A4 4 sard una retta speciale, perché congiunge due fra i 16
poli di quello spazio; e essa apparterrd altresi alla varieta V, essendo tan-
gente a questa in entrambi quei punti. Gli oo spazi tangenti a ¥ nei punti
di una tale retta p saranno tutti spazi bitangenti, col secondo punto di con-
tatto sopra questa stessa retta; essi formeranno un faseio (n.° 2), e avranno
a comune un piano = che dovrd passare per p e sara tangente a V7 in
ogni punto di questa retta. Questo piano inecontrerd V secondo la retta p
eontata due volte, pilt una retta ulteriore (che si potrd chiamare la « coniu-
gata » di p), in generale distinta da p stessa. E poiché la varieta ¥ ha un
numero doppiamente infinito di spazi bitangenti, cosl le rette speciali p con-
tenute in ¥ saranno in numero semplicemente infinito e formeranno una ri-
gata X, luogo dei punti di contatto di quegli spazi; Jungo ognuna di queste
oot rette p la varieth V' ammetterd un piano tangente fisso =, e gli oc® spazi
bitamngenti di V si distribuiranno negli oo! fasei che hanno per assi questi
piani =.

Ognuna delle oo! rette speciali p avrd la proprietd di contare come due
(almeno) fra le sei rette della varieta 7" che escono da uno qualunque dei
suol punti (poich® lo spazio S, tangente a ¥ im questo punto & tangente
anche in un secondo punto di quella medesima retta; e sopra una superficie
cubica di S; con due punti doppi la retta che congiunge questi punti conta
sempre come due almeno fra le sei rette della superficie che escono sia dal-
P'uno che dall’altro @i essi). Viceversa, se fra le sei rette di ¥ che escono
da un punto X due (almeno) coincidono con una certa retta , lo spazio S,
tangente a 7 in X dovrd toccare questa varietd anche in un secondo punto
di quella stessa retta (in generale distinto dal primo, ma che potrebbe tut-
tavia essergli infinitamente vicino); quello spazio sara percid uno spazio bi-
tangente, e « sard una retta speciale. La superficie rigata I sard percid anche,
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in pari tempo, il luogo di quei punti di ¥ pei quali coincidono due almeno
delle sei rette di questa varietdh che ne escono.

6. Dico ora che la rigata X testé considerata ¢ una sviluppabile.

Ricordiamo pereid che nella varieta cubica generale V' & contenuta una
doppia infinita di rette; e a ognuna di queste ne sono infinitamente vicine,
sopra V stessa, oot altre. Una retla non speciale contenuta in V ¢ tale che
tutte quelle ad essa infinitamente vicine sono sghembe rispetto ad essa ; poiche
da nessun punto di quella retta esce una seconda retta di V infinitamente
vicina alla prima. — Sia invece p una retta speciale contenuta in V; e sia
= il piano tangente a ¥ lungo di essa, e P un punto qualunque di p. Si
consideri poi sopra V, ma fuori della superficie X, un punto P’ convenien-
temente prossimo a P’; e questo punto si faccia tendere alla posizione P,
muovendosi sopra ¥ con countinuita. Allora due fra le 6 rette di V' uscenti
dal punto P’ tenderanno alla posizione p; e il fascio da esse individuato
tendera al fascio P (z). Questo & dunque un fascio (0 varietd lineare oct) di
rette tangente nell’elemento p al sistema oo® formato da tutte le rette conte-
nute in V'; e poiché P & un punto arbitrario della retta p, cosi la varieta
lineare oc® di rette tangente a quel medesimo sistema nell’elemento p dovra
contenere tutti gli oo' fasei P (=), e non sara dunque altro che il piano ri-
gato =. Siccome le rette di questo piano sono tutte incidenti alla p, cosi po-
tremo dire che una retta speciale contenuta nella varietd 'V é invece incidente
a tulte quelle ad essa infinitamente vicine : queste oo' rette consecutive a p
sopra V appartengono ai singoli fasci P (r), cioé escono rispett. dai singoli
punti di p e stanno tutte nel piano = (*).

Cid premesso, & chiaro che in una rigata formata da rette contenute
in V una generatrice qualsiasi sard generatrice singolare, ossia incidente alla
consecutiva, sempre e solo quando essa sia retta speciale (nel senso di cui

(*) Questo futto ¢ d’accordo con un’osservazione fatta dal Sig. Krein (Ucber Flichen
Ster Ordnung, Math. Ann, VI, p. 566) che una superficie cubica di S; sulla quale due rette
si facciano avvicinare indefinitamente acquista al limite, sopra queste rette, uno o due
punti doppi, secondo che tali rette al limite sono sghembe, oppure incidenti. Ora lo spazio
tangente alla varietd ¥ in un punto di una retta speciale tocca quella. varieta anche in
un secondo punto di questa retta, e incontra percid 1V secondo una superficie con due
punti doppi; mentre lo spazio tangente in un punto di una retta non speciale non puo maj
essere tangente a 17 in un secondo punto di questa stessa retta,
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al n.° 5). E nella rigata 2, formata dalle rette speciali p, ogni generatrice
dovra appoggiarsi alla successiva; sicch® questa rigata sard appunto una svi-
luppabile, ¢. s. v. d. I piani tangenti di questa sviluppabile, i quali devono
toccarla lungo le singole rette p, saranno gli stessi piani = sopra considerati,
che sono appunto tangenti a ¥V lungo le medesime rette.

Le oot rette speciali confenute in una varieta cubica V formano una ri-
gata sviluppabile; e i piani tangenti a V lungo quelle reite sono pure tan-
genti a questa sviluppabile. Questa sviluppabile si pud anche considerare come
Vinviluppo degli oc* spazi bitangenti della varieta V (*).

7. Per determinare 'ordine della rigata sviluppabile = conviene pre-
mettere qualche altra considerazione intorno al sistema oo® delle rette con-
tenute in una varietd cubica generale (**). E ci proponiamo precisamente di
determinare Vordine e il genere della rigata formata da quelle rette della va-
rieta che si appoggiano a un piano generico &.

Quanto all’ordine, basterd osservare che questa rigata ha la cubica in-
tersezione del piano & colla varieth V' come direttrice sestupla, e che ogni
spazio S; passante per questo piano la incontra ulteriormente secondo 27 ge-

(*) Si pud dimostrare facilmente anche per assurdo che la rigata = deve essere una
svilappabile. Infatti per ogni rigata non sviluppabile appartenente a uno spazio superiore
a S, esiste, corrispondentemente a ogni generatrice ¢ non singolare, un determinato spa-
zio S; che deve considerarsi come congiungente questa generatrice alla consecutiva (ossia
¢ posizione limite dello spazio Sy che congiunge la generatrice ¢ a un'altra, variabile, che
i avvicina indefinitamente alla prima entro la rigata). In questo particolare S; sono con-
tenuti i piani tangenti alla rigata proposta nei singoli puti di g, i quali formano un fascio
proiettivo alla punteggiata dei loro punti di contatto. Ogni piano di questo fascio & tan-
gente alla rigata in uno e un solo punto di g; e ogni altro S; passante per g non potra
contenere che uno solo di guesti piani, e non potrd percid toccare la rigata proposta che
in un solo punté della generatrice g. Ora, se p é una generatrice qualunque della nostra
rigata 3, un S; qualsiasi passante per il corrispondente piano = sard tangente a V, e
percio anche a 2, in due punti, in generale distinti, di quella retta;e al variare di quello
spazio S; nel fascio = varieranno pure questi due punti di contatto sopra p, contrariamente
a quanto si & veduto che deve avvenire per ogni generatrice non singolare di una rigata
sghembha,

" (**) Questo sistema di rette & certo irriducibile: esso potrebbe spezzarsi in due o pitt
altri (distinti) soltanto quando la varieta cubica su cui giace avesse qualche punto doppio.
Per maggiori dettagli si vedd la mia Nota: Sulle superficie algebriche..., negli Atti della
R. Ace, di Torino, vol, 39; 1904,
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neratriei (le 27 rette contenute nella superficie intersezione del medesimo S,
colla varietd V'): percid I'ordine della nostra 'rigata sardh =—3.6 - 27 —=45.

Per determinarne il genere, osserveremo che su questa stessa rigata,
considerata come ente algebrico oot di rette, gli spazi S, passanti per il
piano & segano gruppi di 27 generatrici formanti una seric lineare gi:; e in
questa serie lineare si hanno gruppi con elementi multipli, cio¢ due almeno
delle 27 rette coincidono, soltanto quando lo spazio S, & tangente alla va-
rieta ¥ (*). Ora di questi spazi tangenti, nel fascio £, ve ne sono 24 (n.° 1);
e in ciascuno di essi vi sono 6 rette (quelle che passano per il punto di con-
tatto, ossia per il punto doppio della superficie sezione) che vanno contate
due volte. In tutta la serie lineare vi saranno dunque 6 .24 =144 elementi
doppi; e il genere incognito p della nostra rigata dovra percid soddisfare
alla relazione :

2(27 4+ p—1)=144

dalla quale si ricava p = 46.

Le rette di una varietdy cubica generale che si appoggiano a un piano
generico formano una rigata di ordine 45 e genere 46.

Questa rigata si pud considerare come l'intersezione del sistema oo®* di
rette contenuto nella varieth V' col complesso lineare singolare formato da
tutte le rette dello spazio S, che si appoggiano al piano dato. E, piu gene-
ralmente, la rigata intersezione del medesimo sistema oc® di rette con un
complesso lineare affatto qualunque avrd anch’essa il medesimo ordine 45 e
lo stesso genere 46. In altri termini, nello spazio lineare S, definito dalle
dieci coordinate omogenee di retta r;p = (xiyx) (i=|=k; ¢, k=0, 1, 2, 3, 4)
il sistema oo* delle rette contenute nella varieta cubica V' si potrd conside-
rare come una superficie di ordine 45, a sezioni di genere 46 (**).

In particolare, se il piano dato £ & tritangente a V| ossia incontra questa
varietd secondo una terna di rette, la rigata B* delle rette contenute in V"
e incidenti a questo piano si spezzera in tre rigate di ordine ﬁ; =15. E
siccome queste rigate hanno a due a due cinque generatrici a comune (delle

(*) Poiché in una superficie di 3.° ordine priva di punti doppi le 27 rette sono sempre
tutte distinte (KrmiN, Mem. cit., Math. Ann., VI, p. 566),

(**) I principali caratteri di questa superficie sono stati determinati da me in un altro
lavoro (Sul sistema oo di relte contenulo in una varietd cubica generale dello spasio a
quatiro dimensioni; Atti della R, Ace. di Torino, vol. 39.°; 1901),
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quali quattro appartengono al punto d’incontro delle loro direttrici rettilinee,
e una al piano di queste direttrici), cosi il loro genere p’ si potrd determi-
nare valendosi della solita formola che esprime il genere di una curva com-
posta; in questo caso:

3p +3.5—2=46
da cui
p ==11.

Le rette di una varietd cubica generale che si appoggiano a una qua-
lunque fra queste stesse rette formano una rigata di ordine 15 e genere 11.

8. L’ordine della sviluppabile X formata dalle rette speciali contenute
in V sard dato dal numero delle sue generatrici che si appoggiano a un
piano generico, ossia dal numero di quei punti della curva di 3.° ordine ¥
intersezione di questo piano colla varietd V, pei quali coincidono due delle sei
rette di ¥ che ne escono. Ora le oot rette di V che si appoggiano a quel piano,
e quindi alla curva ;? formano una rigata di genere 46; e in questa rigata
le sestuple di rette uscenti dai singoli punti di »* formano un’involuzione el-
littica I}, della quale si domandano gli elementi doppi. 11 numero di questi
elementi & dato dalla formola di Zrurnes-Skere (*):

y=2(p —1)—2p(p—1)
per p==6, p=1, p'=146; onde y = 90.

La sviluppabile * ¢ dungue di ordine 90 (**). E vi saranno percid

90 . . . . .
5= 30 sue generatrici che si appoggiano a una qualsiasi retta non speciale

contenuta in V. — Nella rigata di ordine 15 ¢ genere 11 formata da tutte

(*) Zuuvruen: Nouvelle démonstration, .. (Math. Ann. III, p. 150); Suere: Introduzione
alla geomelria sopra un ente algebrico semplicemente tnfinito (Ann, di Mat., ser. II, t. 22;
n.° 40).

(*¥) Il Sig, Exriquus nella Mem, cit. (p. 32) trova che questa saperficie ¢ di ordine 120.
Ma nella corrispondenza (20, 20) da lui considerata sulla retta non speciale 7 sono punti
uniti anche le D intérsezioni di » colla varieta Hessiana, per ciascuna delle quali due delle
rimanenti rette di V' che ne escono stanno in un medesimo piano per r; e ciascuna di
queste intersezioni assorbe due coincidenze. Percid sono soltanto 40 — 5.2 =30 le coin-
cidenze dovute a rette speciali che si appoggiano ad »,
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le rette di V7 che si appoggiano a questa retta non speciale i gruppi di 5
generatrici uscenti dai singoli punti della direttrice rettilinea formano una
serie lineare ¢}, della quale quelle 30 generatrici di £ sono precisamente i
2(5 -+ 11—1)==30 elementi doppi.

9. L’ordine della sviluppabile = si pud determinare anche per un’altra
via, la quale permette di trovarne in pari tempo il genere.

Le quadriche polari (rispetto a 77) dei punti di un piano qualsiasi £ for-
mano una rete, e le rette contenute in tutte queste quadriche formano a lor
volta un complesso cubico I', contenente futtc le oo® rette speciali (n. 2) e
percid anche le oot generatrici di 3. D’altra parte una vetta non speciale
contenuta in V appartiene a un solo fascio di quadriche del sistema polare;
e queste sono precisamente le quadriche polari dei punti della retta mede-
sima. Percid le rette contenute in pari tempo nella varieta ¥ e nel com-
plesso I' o saranno generatrici di 3, oppure dovranno appoggiarsi al piano &.
E poiche queste ultime formano una rigata di ordine 45 (n.® 7), cosl = sara
di ordine 3 .45 — 45 =190.

- La rigata (sviluppabile, 2 pud dunque segarsi dalla varieta oo® delle rette
contenute in ¥, e in infiniti modi,- mediante un complesso cubico passante
per Pintersezione della medesima varietd oc® con un complesso lineare di
rette. Iissa appartiene dunque al sistema lineare doppio di quello che sulla
stessa varietd oc® segano i complessi lineari di rette; e siccome quest'ultimo
sistema & di ordine 45 e genere 46, cosi il primo sard di genere

2.46 4 45 — 1 = 136.

Questo stesso sara dunque, in generale, il genere della rigata (sviluppabile) 3;
e lo sard certo fin tanto che essa non abbia elementi doppi.

Ora una generatrice doppia di = non potrebbe essere (come si vede im-
mediatamente) che una generatrice di regresso, tale quindi che per ogni suo
punto non soltanto due, ma tre delle rette di V" che ne escono vengano con
essa a coincidere. Allora tutti gli S, bitangenti a V" in punti di questa retta
segherebbero ¥ secondo superficie con due punti doppi biplanari (perché in
questo caso soltanto la retta che congiunge i due punti di contatto conta per
ciascuno di essi come tre fra le sei che ne escono), e ¥V ammetterebbe lungo
quella retta un piano osculatore fisso (ossia un piano che I'incontra secondo
tale retta soltanto, contata tre volte). E I'enumerazione delle costanti ¢i mo-

Annali di Matematica, Serie 1, tomo X, 35
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stra facilmente che sopra una varietd cubica generale non esistono rette cos)
fatte (*).

Concludiamo pertanto: Sopra wuna varietd cubica generale le oct rette
speciali formano una rigata sviluppabile di ordine 90 e genere 136.

10. Si pud determinare facilmente anche ordine della varietd a tre
dimensioni formata dagli oc* piani tangenti = della sviluppabile Z. Esso &
dato infatti dal numero di quei piani = che si appoggiano a una retta ge-
nerica s, ossia dal numero degli spazi bitangenti che passano per questa
retta. Ora gli spazi tangenti a ¥ e passanti per la retta s hanno i loro
punti di contatto sulla superficie ¢* base del fascio formato dalle quadriche
polari dei punti di s medesima; e percid quelli fra essi che sono bitangenti
a V avranno i punti di contatto nelle intersezioni di questa superficie ¢*
colla sviluppabile 2, le quali sono in numero di 4 .90 = 360. Saranno dunque
»3-3—9:180 gli spazi bitangenti che passano per s; e questo sard pure lor-
dine della varietd a tre dimensioni formata dai piani =, tangenti alla svi-
luppabile Z.

Questa varietd avra a comune con ¥V una superficie di ordine 3 . 180 = 540,
della quale fard parte la sviluppabile 2 contata due volte, poiche essa @
doppia per la varietd formata dai piani =. La parte residua, di ordine 360,
sard la rigata luogo di quelle rette di 7 che sono « coniugate » (cfr. n.° 5)
delle rette speciali p; e questa nuova rigata non sard in generale una svi-
luppabile, perché una sua generatrice qualunque non potra essere incidente
alla. consecutiva, a meno di non essere anch’essa una retta speciale (n.° 6).

11. Dello spigolo di regresso ¢ della sviluppabile 3 si conoscono ora
tre caratteri: il genere 1363 il primo rango, ossia ordine = 90 della rigata
sviluppabile formata dalle sue tangenti; e il secondo rango, ossia 'ordine = 180

(*) Infatti imporre a una varieta cubica di incontrare un dato piano secondo una
retta asgegnata, contata tre volte, equivale a 9 condizioni lineari (come. se si trattasse di
una data cubica piana qualsiasi); e percid una varietd soddisfacente a queste condizioni
dipende ancora da 34 — 9 = 25 parametri. D’altra parte la scelta di quel piano, in S, di-
pende da 6 costanti, e la scelta della retta nel piano da altre 2 costantij sicché, comples-
sivamente, una varietd con piano osculatore fisso lungo una retta dipendera soltanto da
6 + 2 + 25 == 33 parametri, mentre le varietd cubiche di S, sono in numero di oo,
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della varieta formata dai suoi piani osculatori, cioé dai piani tangenti di questa
sviluppabile.

Indicando pertanto con m 'ordine della linea o, e con 3 il numero delle
sue cuspidi, avremo le due relazioni (*):

2(m 136 —1)— B =90
3(m+2.186-—2) —2 8 =180

dalle quali si ricava m =270, 8==T20 (e questi valori risulteranno anche
confermati in seguito per altre vie; cfr. ni 12 e 19).

Lo spigolo di regresso ¢*” si potra considerare come il luogo delle in-
tersezioni delle coppie di rette speciali p consecutive, e sard percid il luogo
di quei punti di V' pei quali non soltanto due, ma #re delle sei rette che ne
escono sono venute a coincidere colla corrispondente p (ivi tangente a ¢). I
per ognuna delle 720 cuspidi di o coincideranno colla p, che sara la tangente
cuspidale, quattro delle medesimo sei rette. D’altra parte una superficie cu-
bica dello spazio ordinario la quale abbia un punto doppio tale che le 6 rette
di essa uscenti da questo punto non siano tutte distinte ha anche un secondo
punto doppio (che pud essere infinitamente vicino al primo) sopra ognuna di
queste rette la quale conti come due almeno fra le 6, e anzi, quando vi &
una retta che conta come tre o quatiro frale 6, questo secondo punto doppio
& un punto biplanare, rispett. del tipo B; o B, di Scuvarrnr (**) (ossia che pro-
duce un abbassamento rispett. di tre o quattro unitd mnella classe della su-
perficie). Concludiamo pertanto :

Lo spazio S, tangente a V in un punto della curva o* tocca questa
variett anche in un secondo punto, appartenente alle medesima retta spe-
ciale p, e tale che la superficie sua intersezione con V ha in questo secondo

(*) Sweri: Mem, cit, Introduzione alla geometric..., n.° 42-435. La linea ¢ non avra,
in generale, aleun flesso; perehé la tangente ad essa in.un tale punto sarebbe generatrice
di regresso della sviluppabile X, o di (ueste generatrici abbiamo veduto che in generale
non ve ne sono (n.” 9). v

(*%) On the distribution of surfaces of the third order into Species... (Phil, Trans, 1863,
p. 193 ¢ seg.). Le proprieta sopra enunciate si deducono tutte facilmente dall’esame dei
diversi casi di supérficic con punti doppi considerati nella Memoria di ScurawrLi, oppure
anche dalla rappresentazione pianna di queste superficie ottenuta mediante proiezione dal
primo punto doppio,
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punto un punto doppio biplanare. Piu particolarmente, se il punto conside-
rato sulla curva o & una delle sue 720 cuspidi, questo punto doppio bipla-
nare sard del tipo By, cloé di quelli che equivalgono a una coppia di punti
doppi conici infinitamente vicini (sicche lo spazio S; dovra allora considerarsi
come un particolare spazio tritangente, con due punti di contatto infinita-
mente vicinij cfr. n.% 18).

Lo spazio S, tangente a 7 in un punto della curva 52 coincide altresi
collo spazio osculatore a questa curva in quel medesimo punto, perché en-
trambi possono considerarsi come determinati da una coppia di piani tan-
genti © consecutivi della sviluppabile 2. Tra questi S;, quelli che passano
per un punto dato qualsiasi avranno i loro punti di contatto nelle interse-
zioni della linea o colla quadrica polare di questo punto, le quali sono in
numero di 2.270=>540. La curva ¢ é dunque di classe n=="540; valore
che & confermato dalla formola :

n=4m-+43p—3)—3p

dove, come gia sappiamo, m=270; p =136; g="T20.

Gli spazi S, iperosculatori alla curva ¢* saranno elementi doppi (di re-
gresso) della varieta oo! formata dagli S; osculatori a questa stessa curva.
Ora, perché lo spazio S, osculatore a ¢ in un punto P conti rispetto a ogni
suo punto come due fra i 540 spazi osculatori che ne escono, & necessario e
sufficiente che per le quadriche polari di tutti i suol punti due (almeno) delle
540 intersezioni con o coincidano in P. Cid avviene certamente per ognuna
delle 720 cuspidi di o; sicche lo spazio S, osculatore a ¢ in ognuna di queste
cuspidi sard un elemento stazionario della varieth oo! degli spazi osculatori
medesimi (e il carattere comune di questi punti singolari sard espresso dai
numeri 7 =2, {, =3, ¢, =4, i,==6 (*)). All'infuori di questo caso, la con-
dizione sopra accennata non sard verificata se non quando quelle oo® qua-
driche risultino tutte tangenti alla curva ¢*° nel punto P, e abbiano percid
in questo punto una tangente fissa; siech® questo punto dovra appartenere alla
varieth Hessiana (n.° 3). Il numero « di questi punti semplici, nei quali la
linea ¢ ammette uno spazio iperosculatore, sara dato dalla relazione:

a=5(m-+4p—4)—-55=0(270 + 4.135 —120) = 450

(*) Sucre, Mem, cit,, n,° 43,
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e vedremo in seguito (n. 13) che queste sono anche le sole intersezioni (di-
stinte) della linea 7 colla varieta Hessiana.

12. Proponiamoci ora di determinare come sia composta la curva in-
tersezione della sviluppabile 3°° colla varieta Hessiana.

Ricordiamio percid che ogni generatrice p della sviluppabile Z® & tan-
gente alla Hessiana nei due punti doppi M, N dellinvoluzione segata su di
essa dalle quadriche del sistema polare (n. 4), e incontra percid questa va-
rieta in un solo punto ulteriore R (*). L'intersezione di 3% colla varieta Hes-
siana si comporra dunque di-due parti distinte : una linea di contatto p, luogo
dei punti M e N delle singole generatrici; e una linea p di semplice inter-
sezione, Juogo dei punti R (**).

L’ordine della linea » si pud determinare per mezzo della considerazione
seguente (**¥), Sia [/’ una sezione iperpiana generica della rigata 2%. Ogni
punto di essa avra sulla medesima generatrice p che lo contiene uno e un
solo punto suo coniugato nell’involuzione I;; e la linea I luogo di questi
nuovi punti sard anch’essa di ordine 90, poich® le due linee 7 e ', coniu-
gate fra loro punto per punto nella I,, dovranno essere incontrate da cia-
scuna quadrica del sistema polare in un medesimo numero di punti, e avranno
percid lo stesso ordine. Segue da cid che queste due linee avranno 90 punti
a comune -— le intersezioni di ' collo spazio S, contenente la linea 7 —;
e questi 90 punti, che saranno punti M o N di altrettante generatrici p, sa-
ranno tutte e sole le intersezioni della curva u collo spazio S, sopra accen-
nato. La curva p ¢ dunque di ordine 90.

Ora I'intersezione complessiva della superficie 3% colla varieta Hessiana
deve essere di ordine 90.5 = 450; e la linea p®, essendo loro linea di con-
tatto, va contata due volte come parte di questa intersezione. L’intersezione
residua p sara percid di ordine 450 — 2. 90 = 270.

La sviluppabile 2 e la varieti Hessiana si toccano lungo una linea di

(*) Questi tre punti M, N, I sono anche le intersezioni della stessa retta p colla
sua CJ residua (efr. n.t' 3-4).

(**) Di questa intersezione non fa parte, in generale, nessuna generatrice p: poiché,
se cio avvenisse, tutti gli S; bitangenti a ¥ in coppie di punti di questa retta incontre-
rebbero V secondo superficie con due punti doppi biplanari, e vi sarebhe per conseguenza
lungo la stessa retta un piano osculatore fisso; il che, in gencrale, non avviene (n.° 9),

(¥#¥*) Enriques, Mem, cit., p. 34,
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ordine 90 (luogo dei punti doppi delle involuzioni che le quadriche del si-
stema polare segano sopra le rette p), e si incontrano ulteriormente secondo
una linea di ordine 270.

Gli spazi S; tangenti a V in punti (M o N) della linea p* si potranno
considerare come spazi bitangenti coi due punti di contatto infinitamente vi-
cini sopra la corrispondente retta p; essi segheranno ¥V secondo superficie con
un punto doppio biplanare del tipo B, i cui due piani tangenti passeranno
entrambi per la retta p. Invece lo spazio tangente in un punto R della linea p
toccherda V¥ in un secondo punto P, in generale distinto da R, che sara
precisamente il coniugato armonico di R rispetto ai due punti M, N della
medesima geueratrice p; e seghera V secondo una superficie che ha in R un
punto doppio biplanare (in generale del tipo B;) e in P un punto doppio conico.
Percid tre delle 6 rette di V che escono da questo punto P dovranno coinci-
dere colla p=P R, ossia il punto P stara sullo spigolo di regresso ¢*™ (n.° 11).
Concludiamo pertanto:

Gli spazi S, tangenti a V nei singoli punti di una delle due linee p**
e g% hanno tutti un secondo punto di contatto con V sull’altra di queste due
linee (e sulla medesima retta p). Queste due linee sono coniugate nell’invo-
luzione I,;; ogni punto dell’una ha uno e un solo coniugato sopra l'altra, e
in questi due punti coniugati la varieth 7 ha sempre un medesimo S, tan-
gente. Lo stesso ragionamento applicato poc’anzi alle due linee ! e I permet-
terebbe di concludere che anche p e o devono avere il medesimo ordine; e
si ha in cid una conferma dei risultati precedenti.

Le proprietd note di una superficie cubica con un punto doppio conico
e un punto biplanare permettono altresi di affermare che la retta coniugata
di una retta speciale p (n.° 5) si appoggia a quest’ ultima nel suo punto R

PN

(ossia in quel punto che & intersezione semplice di p colla Hessiana).

13. Ogni punto K comune alla linea o*™ e alla varietd Hessiana di V'
dovra appartenere alla curva intersezione complessiva della sviluppabile 3¢
con quest’ultima varietd, e percid a una almeno delle due linee u» e p*°;
anzi a entrambe queste linee, perchée sopra la retta p che contiene quel punto
(facendo uso delle solite notazioni) la quaderna di punti M N R K deve es-
sere un gruppo armonico, e percid K non pud coincidere né con £, né con
uno dei punti M o N, senza che avvengano ’una e I'altra cosa in pari tempo.
Lo spazio S, tangente a V" in uno di quei punti K incontrera ¥ secondo una
superficie con un punto doppio biplanare del tipo B; (che pud considerarsi
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come proveniente dall’avvicinarsi indefinitamente di un punto doppio conico
e di un punto biplanare del tipo B;).

Ora le intersezioni della curva 227 colla varieth Hessiana sono comples-
sivamente in numero di 270.5=—1350. In ognuna di queste intersezioni la
retta p tangente a o' & tangente tripunta della varieta Hessiana (perch?
sono venute a coincidere su di essa 'intersezione B e uno dei punti di con-

tatto M, N); e il piano = osculatore a ¢ & anch’esso tangente alla Hessiana,

perche contiene, oltre alla p, le tangenti nel medesimo punto alle linee u e p
contenute nella Hessiana (le quali tangenti sono certo distinte da p). In cia-
seuno di questi punti la linea 5% ¢ la varieta Hessiana avranno percid un
contatto di 2.° ordine (*); e il numero delle loro intersezioni distinte sara sol-

Y
1350 ) . . T o
tanto —— = 450, ossia non vi saranno altre intersezioni all’ infuori di quelle
gia considerate al n.” 11.
Possiamo dunque dire, riassumendo: La curva o™ ha a comune colla
varietd Hessiana 450 punti (in generale distinti), in ciascuno dei quali essa

(*) Nello spazio S; una linea e una superficie hanno in un punto, semplice per en-
trambe, un contatto che & certo di 2,° ordine (almeno) quando la tangente alla linea é tan-
gente principale della superficie e il piano osculatore alla linea coincide col piano tangente
della superficie — quando eioé, in altri termini, la linea si comporta nelle vicinanze di
quel punto come un’asintotica della superficie¢ — ; avvertendo inoltre che questa condizione
¢ bensl sufficiente perché vi sia un contatto di 2.° ordine, ma non & certo necessaria.

Infatti, in coordinate cartesiane, una superficie passante per 1’ origine delle coordi-
nate, tangente in questo punto al piano z =0, e avente per tangente principale la retta
y=z==0, si pud rappresentare, nelle vicinanze dell’origine stessa, con un’equazione del
tipo:

g=aqaytayytagez-tFays a4
dove i termini non scritti sono di grado superiore al secondo. E una linea passante (sem-
plicemente) per Vorigine, ivi tangente alla retta y ==z =0 e osculatrice al piano z =0,
si pud rappresentare parametricamente, nelle vicinanze dello stesso punto, colle equazioni:

w=aptuptb.. y=hett.. r=net4.

Sostituendo ora queste espressioni nelPequazione precedente, si ottengono soltanto termini
contenenti p ad esponente = 3; sicché origine assorbiri tre almeno delle intersezioni di
questa linea colla superficie proposta, ¢, s. v. d.

Similmente si proverebbe che, nello spazio Sy, una linea e una varietd M, hanno in
un punto, semplice per entrambe, un contatto almeno di 2.° ordine ogni qual voltala tan-
gente alla linen ¢ tangente tripunta della Mz e in pari tempo il suo piano osculatore &
tangente o questa M.
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¢ osculatrice a quest'ultima varietd. Gli spazi S, tangenti a V in questi punti
sono iperosculatori a o, e incontrano V secondo superficie con punto doppio
biplanare del tipo Bs.

SPAZI' TRITANGENTI.

14. La sviluppabile 3%, gia considerata ai n.' 6 e seg., ha una curva
doppia y, luogo delle intersezioni di coppie di generatrici p (non consecutive).
Le rette della varieta V che si appoggiano a una retta speciale p for-
mano anch’esse (n. 7) una rigata di ordine 15 e genere 11; perd da ogni
punto della direttrice rettilinea considerata escono soltanto 4 generatrici varia-
bili di questa rigata, formanti i gruppi di una serie lineare gj. Questa serie
lineare avra dunque 2 (4 + 11 — 1) =28 elementi doppi, che saranno costi-
tuiti da altrettante rette speciali p. Vale a dire: Ogn¢ retta Speciale p con-
tenuta nella varieta 'V si appoggia a 28 altre rette consimili ; ovverosia:
La sviluppabile 2 ha (all'infuori dello spigolo di regresso) una curva doppia
che incontra ogni sua generatrice in 28 punti.

Ora, quando da un punto X della varieta V escono due diverse rette
speciali p, p/, lo spazio S; tangente a 7 in quel punto dovra toccare questa
varietd anche in un secondo punto di ciascuna di queste due rette; esso sara
dunque uno spazio #ritangente, e la congiungente di questi due ulteriori punti
di contatto (in generale distinti da X' ) sard una terza retta speciale p”, con-
tenuta nel piano pp'. Percid le 28 rette speciali incidenti a p dovranno di-
stribuirsi a coppie in 14 piani passanti per p.

Nel fascio formato dagli spazi bitangenti a V in coppie di punti di una
retta speciale p vi sono 14 spazi fritangenti, ciascuno dei quali tocca la va-
rieta V anche in un terzo punto, non appartenente in generale a quella retta.
Questi tre punti di contatto apparterranno sempre alla curva doppia y della
sviluppabile 3,

15. A quest'ultimo risultato si pud arrivare anche per mezzo di altre

considerazioni (¥), le quali ci permetteranno pure di determinare 'ordine della
curva 7.

(*) Exriques, Mem. cit, p. 33.
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Sia p una retta speciale contenuta nella varietdh ¥, e = il piano tangente
fisso lungo di essa comune a questa varietd e alla sviluppabile 2. Ogni
spazio S; del fascio = sard bitangente a ¥ in punti della retta p; e avra due
dei propri poli in questi suoi punti di contatto, e i rimanenti 14 sulla
curva C} « residua » di p (n.* 2). Questo spazio sard dunque tritangente a V'
ogni qual volta uno dei 14 suoi poli ulteriori apparterra a V stessa — senza
perd cadere, in generale, sopra p —; e il numero degli spazi tritangenti
contenuti nel fascio = sara dato percid dalle intersezioni della varieta ¥ colla
curva C} sopra accennata, escluse quelle che appartengono alla retta p.

Ora la retta p & una (anzi l'unica) trisecante di questa curva Cj, e l'in-
contra precisamente nei tre punti, in generale distinti, che essa p ha a co-
mune colla varieta Hessiana, e che al n. 12 abbiamo indicati colle lettere
M, N, R. Ciascuno di questi sara un punto comune alla C] e alla varieta V',
e anzi in ciascuno di essi la O} & certo tangente a V. Infatti la tangente a
C% in uno qualunque di questi punti & pure tangente, nel medesimo punto,
alla quadrica polare di tale punto (la quale passa per C]), e percid anche
alla varietd 7 (la quale & ivi tangente a questa quadrica). Dico ancora, di piu,
che nel punto B la Cj ha con V" un contatto di 2.° ordine. Infatti il piano =
incontra la varieta V secondo una cubica composta della retta p contata due
volte e di una retta ulteriore passante per B (n. 12): percid le quadriche
polari dei punti di = incontreranno questo stesso piano secondo coniche com-
poste della retta p come parte fissa e di una retta ulteriore, variabile, passante
anche per R; esse saranno dunque tutte tangenti al piano = nel punto R, e
non vi avranno fuori di questo piano altri elementi tangenti a comune (¥).
Di qui si trae che la tangente in E alla linea Cj, la quale insieme alla retta
p & curva base di quella rete di quadriche, dovra stare nel piano =, e sard
percid una tangente tripunta della varietda V. Per assicurarsi dunque che
la C7 abbia in R un contatto di 2.° ordine con V, bastera far vedere (cfr.
n.° 18) che il suo piano osculatore in I & contenuto nello spazio S, ivi tan-
gente a V; e cid sard verificato analiticamente al n.® seg.

Pertanto, delle 3.7=21 intersezioni della nostra C] colla varietd 7V,
tre cadranno nel punto R e due in ciascuno dei punti M, N ne rimangono
dunque, fuori di questi punti, ossia fuori di p, 21 — (3 -} 2.2) =14; c.s. v. d.

(*) Se no esse avrebbero tutte in I il medesimo Sy tangente; ed ¢ facile verificare
che cio nen avviene.

Annali di Matematica, Serie III, tomo X. 36
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16. Dalla Mem. cit. di Scrragrur (p. 216-17) risulta che all’equazione
di una superficie cubica dello spazio ordinario con un punto doppio bipla-
nare (del tipo generale B,) e un punto doppio conico si pud dare la forma:

T 0, + 32+ (ax, 4+ 25) (ba, 4 x,) (c2y + 2,) =0

dove a, b, ¢ sono certe costanti, e i due punti doppi cadono rispett. nei due
punti fondamentali [4] e [3].

Segue da ¢id -che una varietd cubica dello spazio S,, la quale dallo-spazio
x, =0 sia incontrata secondo una superficie cosi fatta, si potra rappresentare

coll’ equazione :
ol + X252 X305 + ¢9=0

4 .
dove f= ¥ am ®;2r & una forma quadratica, coi coefficienti as; e ay, diversi
: [}

da zero se la varietd non ha punti doppi; e ¢ indica per brevitd il prodotto
(@, + x5) (b 2y + ) (c 2, + x,). Il piano z, ==, == 0 & tangente alla varieta
lungo !'intera retta speciale x, =&, ==, =0, e la incontra ulteriormente se-
condo la retta x, —x, =2, + 2,=0. ’

Designando con indici le derivazioni rispetto alle diverse variabili, si vede
che le quadriche polari dei punti del piano z, =x,==0:

&'y (Mo fot 20 25+ ¢o) + 25 (X fo + @20 + 2+ &4 (2 i + # 25) =0 (i)

sono tutte tangenti nel punto fondamentale [4] a questo medesimo piano; e
formano una rete, la cui curva base si compone della retta z, =2, =2, =20
e della sua C] residua. Ogni spazio S, passante per il piano 2, =2z, =0 in-
contrerd questa C7 nel punto [4]= R da contarsi due vclte almeno (perchd
la C} & tangente-a quel piano), nei punti M, N (n.° 12) della stessa retta
speciale , =z, =2, =0, ¢ in generale in altri tre punti. Ma uno di questi
ultimi punti verrd a coincidere con [4] ogni qual volta lo spazio suddetto con-
terrd il piano osculatore alla C] in [4] stesso: dico che cid avviene precisa-
mente per lo spazio 2,=0 tangente in [4] alla varietd proposta.

Infatti la rete di quadriche (1) viene incontrata dallo spazio z,==0 se-
condo la rete determinata dalle tre quadriche:

22,2 4 9,=0; 2,2, + 03 =0; 2, 23 =0 (2)

delle quali le prime due sono coni colla generatrice #, —x,=—0 a comune,
ma piani tangenti diversi lungo questa generatrice: essi si incontrano dunque
ulteriormente secondo una cubica passante per i loro vertici e che nel ver-
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tice [4] del primo cono & tangente al piano x, =0. Percid dei due piani
r;==0 e x;=0 che insieme costituiscono la terza delle quadriche (2) il primo
non avrd a comune colla cubica nessun punto fuori della retta x, —=2,—0, ¢
il secondo ne avra soltanto due. Dunque lo spazio #, = 0 incontrera la C} sopra
considerata, fuori della retta x,= 2, =2, =0, soltanto in questi ultimi due
punti; dal che segue la veritd di quanto avevamo affermato.

17. Al variare della retta speciale p nella sviluppabile 3% di cui essa
& generatrice, la sua C] residua descriverd una certa superficie ¥, luogo di
tutti quei poli degli oo® spazi bitangenti di V che cadono fuori dei rispettivi
punti di contatto. Per determinare 1'ordine z di questa superficie, bastera
osservare che la sviluppabile 3% ha a comune con due quadriche generiche del
sistema polare 2.2.90 punti, i quali si ripartiscono in 2.90 coppie di punti
coniugati nella I,;; e che le stesse due quadriche dovranno avere a comune
colla superficie F'# un egual numero 2.90 di gruppi di 14 punti, costituenti
insieme con quelle coppie altrettanti gruppi completi dell’involuzione I,;. Dovra
dunque essere 422 —2.90. 14, ossia x =T .90 = 630.

L'intersezione di questa superficie F'7° colla varieta V conterrd come
parti le curve p* e p*™ comnsiderate al n.° 12, luoghi rispett. dei punti M e N
e dei punti R delle singole rette p (i quali appartengono alle C7 residue di
queste p, ¢ percid anche alla superficie /). L’intersezione residua di F' e V
sard la curva luogo di quei poli ulteriori degli spazi bitangenti che appar-
tengono ancora a V, ossia luogo dei punti di contatto di tutti gli spazi tritan-
gentt a V. Quest’ultima curva coinciderd pertid colla curva doppia y della
sviluppabile 2%, gia considerata al n.° 14.

Consideriamo pertanto la curva C] residua di una p generica, e faccia-
mola variare insieme con questa p descrivendo I'intera superficie 7, I punti
M e N di quella retta p, che sono comuni alla C] e alla varieta V, descri-
veranno simultaneamente la curva p°; e siccome in tutti questi punti la
curva O] risulta tangente a V (e non alla p (¥)), cosl la superficie 7 sara
anch’essa tangente a V¥ lungo l'intera curva p®. Similmente il punto R, altra
intersezione della linea (7 colla retta p e colla varieta V, descrivera la
curva £¥; ¢ poiché la C7 & sempre osculatrice a ¥ in questo punto R

(*¥) Infatti la tangente alla curva g, che & contenuta nella sviluppabile 2%, deve
stare nel piano = tangente a questa sviluppabile; mentre invece le tangenti alla C] nei
punti M e N non stanno in questo piano,
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(n.t 15-16) senza essere ivi tangente alla o (*), cosl la superficie /' generata
dalla Cj risultera osculatrice a ¥ lungo l'intera linea p*°. Dall'intersezione
complessiva della superficie £ colla varieta V, la quale & di ordine 3.7. 90,
si staccano dunque la curva p® contata due volte e la curva p* contata tre
volte; percid la parte residua y sard di ordine:

3.7.90—2.90—3.270=10.90 = 900.

La sviluppabile X° ha una curva doppia y di ordine 900, che ¢ il luogo
dei punti di contatto degli spazi tritangenti della varietds V (**). Ognuno di
questi spazi tritangenti ha i suoi tre punti di contatto sulla curva ", e le
tre rette che uniscono questi punti a due a due sono rette speciali p. Ogni
punto semplice della curva y ¢ vertice di uno e un solo di questi « triangoli
di contatto »; invece ogui retta p & lato di 14 fra questi triangoli (n.° 14).

La tangente alla linea 4 in un suo punto qualunque sard I'intersezione
dei due piani = tangenti alla sviluppabile 2% (e quindi anche a V') lungo le
due rette p uscenti da quel punto.

(*) Poiché la linea p & intersezione (parziale) della sviluppabile 2% colla varietd,
Ilessiana, la sua tangente in un punto qualunque sard 1’intersezione del piano e dello
spazio Sy ivi tangenti rispéttivamente a queste due varieta. Nel sistema di coordinate di
cui abbiamo gia fatto uso al n.° 16, la tangente alla linea p nel punto R=[4] & rappre-
sentata dalle equazioni xy = @y =3 oy + 3 ==0; mentre la tangente nel medesimo punto
alla C] residua della retta ay= o, = @, =0 ha per equazioni zy=w, =3 x; + 225 =0.

(*¥) L’ordine = 900 di questa curva y risulta confermato dall’osservazione seguente.
Una sezione iperpiana generica della sviluppabile 2% sara una curva dello spazio S, di
ordine 90 e di genere 136, con 270 cuspidi (nelle intersezioni dello spazio segante collo
spigolo di regresso ¢®™) e un punto doppio in ognuna delle intersezioni del medesimo
spazio colla curva y. D’altra parte la sviluppabile 2%, come superficie contenuta in una
varieta cubica priva di punti doppi, deve essere 1’intersezione completa di uesta varieta
con un’altra varietd, di ordine 30 [cfr. la mia Nota: Sulle superficic algebriche contenute
in una varietda cubica dello spazio a quatlro dimensiond; Atti Ace. di Torino, vol. 39, 1904);
¢ percid ogni sua sezione iperpiana sard intersezione completa di due superficie rispetti-
vamente di 3° e di 30° ordine dello spazio ;. Ora la curva intersezione generale di una
superficie cubica con una superficie di ordine n & di genere 3(*) + 1, e ogni punto doppio
o cuspide ne abbassa il genere di un’unita. Indicando dunque con d I’ ordine della curva v,
dovra essere:

136 = 3(%) + 1 —  — 270
e di qui si ricava appunto o =900. Quest’osservazione toglie anche ogni dubbio sulla

possibilita che le varie intersezioni ¢ i contatti considerati al n.° pree. pessano eventual-
mente avere multiplicita superiori a quelle indicate,
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Per un punto generico di S, passano 600 spazi tritangenti di una
data varietd cubica (ossia la sviluppabile formata dagli spazi tritangenti & di
classe 600). Infatti i punti di contatto di questi spazi tritangenti saranno tutte
e sole le intersezioni della curva y* colla quadrica polare del punto conside-

rato; e percid il numero di tali spazi sard — 2——'3%)9;.—:600.

18. Nel sistema oo degli spazi tritangenti della varieta ¥ vi sono al-
cuni spazi particolari pei quali sono infinitamente vicini due dei tre punti di
contatto, oppure anche (in un certo senso) tutti tre questi punti.

Una superficie cubica di S; con tre punti doppi conici, nella quale due di
questi punti si facciano avvicinare indefinitamente, acquista al limite un punto
doppio biplanare del tipo B, — oltre al terzo punto doppio conico che ri-
mane —. Siccome allora la retta che congiunge questi due punti doppi di-
stinti conta come gquattro fra quelle che escono dal punto conico, cost —
quando per una sezione iperpiana della varietd V si presenti questo caso — il
punto doppio conico dovra essere una delle 720 cuspidi della curva ¢*; come
anche viceversa (e lo si & gid osservato; cfr. n.° 11) lo spazio tangente a V
in uno qualunque di questi 720 punti incontrera V stessa secondo una su-
perficie con un punto doppio conico e un punto biplanare del tipo B,, e
dovra percid considerarsi come uno spazio tritangente del quale due punti di
contatto siano infinitamente vicini. La retta che congiunge i due punti doppi
distinti della superficie intersezione di questo spazio con V, e la retta asse del
punto doppio biplanare (ciod intersezione dei due piani tangenti alla mede-
sima superficie in questo punto) saranno entrambe rette speciali p, p’; il piano
pp' di queste due rette sard tangente alla varietd V e alla superficie sezione
lungo 'intera retta p; i due punti doppi della superficie sezione apparterranno
entrambi alla curva y*, la quale anzi nel punto p p’ sarad tangente alla retta p’;
e la retta p contera come due fra le 28 rette speciali che si appoggiano a p’ (¥).

Abbiamo anche gia osservato (n.° 1) che sulla varieta 7 vi sono 60 punti
— le intersezioni colla curva doppia della varietd Hessiana — 1 cui S; tan-
genti incontrano V secondo superficie con punto doppio uniplanare. Le sei
rette di V che escono da un punto siffatto X coincidono a due a due, e si
riducono percid a tre sole distinte, contenute in un medesimo piano; e lungo

(*) Il punto pp’ & allora un punto M o N (n.° 12) per la retta p’, e un punto R
per la retta p. Esso appartiene quindi a entrambe le linee 4% e ?™; ma appartiene alla
w come punto di _p', ¢ alla p come punto di P
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ciascuna di esse la varieth 7 ammette un piano tangente fisso. Esse sono dunque
tutte tre rette speciali, generatrici della sviluppabile X%, e formano un par-
ticolare trilatero (degenere) nel quale i tre lati concorrono in un medesimo
punto; ciascuna di esse incontra, fuori di questo punto, soltanto 26 rette spe-
ciali, e appartiene percid soltanto a 13 altri trilateri. Il punto X & triplo per
la sviluppabile 2% e per la sua curva doppia »°°; e sopra ognuna delle tre
rette speciali che ne escono esso & uno dei punti doppi (M, N) dell’involu-
zione segatavi dalle quadriche del sistema polare. Lo spazio tangente a V in
ognuno di questi 60 punti fa anche parte del sistema oot degli spazi tritan-
genti, e si pud considerare come avente con ¥ tre punti di contatto sovrap-
posti e appartenenti ai singoli rami della curva y**° che passano per X. Questo
¢ anche d’accordo col fatto che un punto doppio uniplanare di una superficie
sl pud considerare come un punto doppio ordinario (conico) a cui ne siano
infinitamente vicini due altri in direzioni distinte (il che porta di conseguenza,
in generale, che ve ne sia anche un terzo (*)).

E prevedibile altresi Vesistenza di un numero finito di spazi tritangenti,
i quali incontrino V secondo superficie con un punto biplanare e due punti
conici (tutti distinti). Il loro numero verrd determinato fra poco (n. 20,

19. Il numero (= 720) degli spazi tritangenti con due punti di con-
tatto infinitamente vicini, ossia il numero delle cuspidi della curva o*" (del
quale dal n.° 12 in poi non ci siamo mai valsi) pud essere ora verificato nel
modo che segue (**).

Consideriamo in S, un piano qualunque £. Ogni S; passante per esso incontra
la curva %% in 10.90 punti; e lo spazio tangente a ¥ in uno qualunque di
questi punti sard tangente a V" stessa anche in altri due punti di quella curva,
formanti col primo un trilatero di rette speciali. Facendo corrispondere a quel
primo S; del fascio & tutti quelli che dal medesimo piano £ proiettano questi
ulteriori 2. 10.90 punti della curva y, nasce nel fascio £ una corrispondenza
simmetrica (20. 90, 20 . 90), nella quale dovranno esistere 40 .90 coincidenze.
E queste coincidenze saranno di tre tipi diversi, perché due S; omologhi pos-
sono coincidere :

1) senza che coincidano i due punti della linea y che essi rispett. pro-
iettano; |

(*) C. SkGRrE, Sulla scomposizione dei punti singolari delle superficie algebriche (An-
nali di Mat., ser. 2% vol. 20; 1896; n.° 8).
(¥*) Enriques, Mem. cit., p. 34-35,
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2) per il fatto che questi due punti sono sovrapposti, senza essere tut-
tavia infinitamente vicini sulla curva y: ossia cadono in un medesimo punto
multiplo di questa curva;

3) per il fatto che vengono proprio a coincidere sulla curva y i due
punti che quegli S; rispett. proiettano.

Nel primo caso la congiungente dei due punti considerati sulla linea v,
la quale & una retta speciale, dovra appoggiarsi al piano & Ora a questo
piano si appoggiano 90 rette speciali p (generatrici di X), ciascuna delle
quali incontra y in 28 punti (n.° 14); e corrispondentemente a ciascuno di
questi 28 punti lo spazio proiettante £.p ha uno dei suoi omologhi che coin-
cide con esso. Troviamo cosi 90 spazi del fascio &, ciascuno dei quali as-
sorbe 28 coincidenze; complessivamente dunque 28.90 coincidenze.

Il secondo caso si presenta soltanto per i 60 punti tripli della curva y
considerati al n.° prec. Lo spazio del fascio £ che proietta uno di questi punti
si'pud considerare in #re modi diversi come uno spazio di cui due omologhi
coincidono con esso; esso assorbird percid 6 coincidenze.

Le coincidenze residue, in numero di:

40.90 —28.90 —6.60=(40—28 —4).90=28.90="720

saranno costituite dagli spazi del fascio & che proiettano quei punti (semplici)
di y, ciascuno dei quali assorbe due vertici di un trilatero di rette speciali,
ossia due punti di contatto (infinitamente vicini) di uno spazio tritangente. E
queste sono coincidenze semplici. Sara dunque questo stesso, ossia 720, il
numero degli spazi tritangenti con due punti di contatto infinitamente vicini;
come gia avevamo trovato precedentemente.

20. Le intersezioni della curva y°-% colla varieta Hessiana di V" si ri-
partiranno fra quei punti di contatto degli spazi tritangenti, nei quali le su-
perficie intersezioni di questi spazi con V banno punti doppi biplanari (o uni-
planari). Ciascuno di questi punti dovra anche trovarsi sopra una almeno delle
due curve p” e p*°, che formano insieme I’intersezione della sviluppabile 2%,
sulla quale sta y, colla varietda Hessiana.

Anzitutto la superficie intersezione di ¥ con uno spazio tritangente pud
acquistare un punto doppio biplanare (del tipo B,) per il fatto che due dei
tre punti di contatto di questo spazio sono infinitamente vicini. Di questi punti
biplanari ve ne sono 720=28.90, e in ciascuno di essi la curva y & tan-
gente alla retta asse del punto biplanare medesimo (n.” 18), la quale a sua
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volta & ivi tangente alla Hessiana (n.°

assorbe due delle intersezioni cercate.

Gli spazi tangenti a 7 nei 60 punti comuni ad essa e alla curva doppia
della varieta Hessiana (sono particolari spazi tritangenti, e) incontrano V se-
condo superficie con punto doppio uniplanare. Ciascuno di questi punti & triplo
per la curva y (n.° 18) e doppio per la Hessiana (senza che le tangenti a
quella appartengano al cono tangente di questa), e assorbira percid 6 inter-
sezioni.

Tutte queste intersezioni appartengono alla linea pe.

Le intersezioni residue, in numero di:

5.10.90—2.8.90 —6.60=230.90=2700

4). Dunque ciascuno di questi punti

dovranno cadere in punti di contatto di quegli spazi tritangenti pei quali i
tre punti di contatto son pur sempre distinti, ma uno di questi & per la su-
perficie intersezione con ¥V punto doppio biplanare (in generale del tipo Bs).
Queste intersezioni, che apparterranno alla linea p*°, saranno in generale in-
tersezioni semplici. Vi saranno percid, in generale, 30 .90 = 2700 spazi tri-
tangenti che incontrano V secondo superficie con un punto doppio biplanare
¢ due punti doppi conici. Questi due punti doppi conici apparterranno allo
spigolo di regresso o*° della sviluppabile Z®.

21. Gli oo* spazi tritangenti della varietd V inviluppano un’altra su-
perficie sviluppabile, anche proiettivamente legata a V, i cui piani tangenti e
le cui generatrici saranno le intersezioni rispett. delle coppie e delle terne di
spazi tritangenti consecutivi.

Uno generico 11 fra questi spazi tritangenti tocchera ¥ in tre punti, con-
giunti a due a due da tre rette speciali p, p’, p”; e lungo queste rette la
varietdh V e la sviluppabile 3 ammetteranno tre piani tangenti fissi =, ©’, ",
tutti contenuti nello spazio ITI. Lo spazio tritangente II, consecutivo a II con-
terrd tre piani analoghi =,, =,, =”,, rispett. consecutivi ai precedenti; e
poichd le tre rette p, p’, p”, generatrici di 3, possono considerarsi rispett.
come intersezioni delle coppie di piani tangenti consecutivi = m,, o' 7'y, =" 2y,
cosi il piano ITT, dovrd contenere queste stesse rette, e quindi i tre punti di
contatto di II colla varietda V.

La sviluppabile inviluppata dagli oot spazi tritangenti di V ha per piant
tangenti ¢ piani determinati dalle terne di punti di contatto di questi medesime
spazi.
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Similmente, per trovare le generatrici di questa nuova sviluppabile, po-
tremo osservare che le tre rette speciali p, p', p” dianzi considerate si ap-
poggiano rispett. alle tre consecutive py, p’s, p”s in altrettanti punti P, P/,
P” appartenenti alla linea s¥°; e percid l'intersezione del piano pp'p” col
piano consecutivo p,p’;p”, dovra contenere questi stessi tre punti, i quali
dovranno trovarsi pertanto in linea retta.

Le generatrici della stessa sviluppabile sono altrettante trisecanti della
curva o*. Per ogni trilatero di rette speciali i punti di contatto dei singoli
lati colla curva ¢*° dovranno stare in linea retta; e le rette su cui stanno
queste terne di punti saranno le generatrici della nuova sviluppabile (¥).

22. Possiamo determinare facilmente l'ordine della nuova sviluppabile,
e Pordine della varietd dei suoi piani tangenti, considerandone le intersezioni
colla varietd cubica V.
La varietd dei piani tangenti pp'p" incontra V7 secondo la (sola) svi-
luppabile 2%, la quale va contata 14 volte, essendo questa la sua multipli-
cith per quella varietd di piani. L'ordine domandato sara dunque

/2 =—14.30=420.

(*) Si puo verificare direttamente che per ogni trilatero di rette speciali i punti di
contatto -dei lati colla curva %™ stanno in linea retta. Infatti equazione di una variets, V°
della quale lo spazio ay =0 sia uno spazio tritangente generico si pud mettere sotto la
forma:

aof + o} + (g + @y +ay) 0t + hagawgw, =0
dove % & un coefficiente numerico, e /=¥ a ®; xr (essendo i coefficienti ayy, agq, a,, tutti
diversi da zero, se la varieta non ha punti doppi). Lo spazio @, =0 & allora tangente a
V nei tre punti fondamentali [2], [3]. [4], i quali saranno vertici di un trilatero di rette
speciali (affatto generico). — Cercando le intersezioni del lato (ossia della retta speciale)
2g=u; =x,—=0 colla varieta Hessiana di 7 (a cui esso é bitangente), si trova che
queste dipendono dall’equazioné:
(w5 + @) (agg 2§ — ayy 23)* =0
di modo che¢ sulla retta considerata sara x3 + 2, =0 il punto indicato con R al n.° 12,
mentre i due punti M, N saranno determinati dall’equazione agg a3 — ayy @} = 0. Percid
il punto di contatto della medesima retta colla linea ¢, che ¢ il coniugato armonico di R
rispetto alla coppia M N, sara definito dall’equazione agy x5 + ay, @, = 0. Ed & chiaro che
questo punto e i suoi analoghi sulle due rette =&, —=a03=0 e wy=o, =2,=0 ap-
partengono tutti alla retta:
Lo == @y = gg Xy + gy @ - ayq 0y =0,
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Quanto alla sviluppabile stessa, come superficie luogo di rette, la sua
intersezione con ¥ si compone :
1.° della curva ¢*°, contata anche 14 volte;
2.° di un certo numero di generatrici, corrispondentemente a quei casi
in cui la retta che contiene i punti di contatto di ¢*® con un trilatero di
rette speciali coincide con uno dei lati di questo stesso trilatero. Cid avviene
quando due dei tre lati toccano o' nelle loro intersezioni col terzo lato,
ossia per quei 2700 spazi tritangenti (n.” 20) che incontrano ¥ secondo su-
perficie con un punto doppio biplanare e due punti doppi conici.
L’ordine della superficie sviluppabile di cui si tratta & dunque eguale a

2_7.0_~]_43i.2_7_°9:27o . §=2160

La sviluppabile inviluppata dagli oot spazi tritangenti della variett V
¢ di ordine 2160, e i suoi piani tangenti formano una varietd di ordine 420.

Questo inviluppo oot di spazi tritangenti ha -per elementi stazionari i
2700 spazi che incontrano V secondo superficie con un punto biplanare e due
punti doppi conici: poiche le quadriche polari dei punti di uno di questi spazi
hanno in ciascuno dei tre punti di contatto de]l medesimo spazio due interse-
zioni fisse colla curva »°°. In uno di questi punti esse sono tangenti a »,
e gli altri due punti di contatto sono cuspidi di quest’ultima curva.

Di questo stesso inviluppo oo! si pud determinare anche il genere, con
un’applicazione della formula di Zrurnes. Fra la sviluppabile 2 e la varieta
oo! dei trilateri di rette speciali contenuti nei singoli spazi tritangenti si pud
stabilire una corrispondenza (3, 14), facendo corrispondere a ogni generatrice
di = i 14 trilateri a cui essa appartiene, e a ogni trilatero le 3 generatrici
di 3% che sono elementi. Fra i 14 trilateri che hanno per lato una data retta
speciale ve ne sono due coincidenti quando coincidono anche due dei 14 spazi
tritangenti che passano per il piano = tangente lungo quella retta; e questo
spazio tritangente, che va contato due volte, non pud essere che uno dei 2700
spazi gia sopra considerati. D’altra parte vi sono 720 trilateri con due lati
coincidenti (n. 18). Segue da cid che nella formola generale:

y—y =2x(p —1)—22 (p—1)

si dovra porre =3, x' = 14; y ==2700, y' = 720; e p=136. Si ricava
allora p’ =961, e sarda questo il genere domandato.
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Tenendo conto dei diversi caratteri finora determinati e applicando le
solite formole (cfr. ad es. n.° 11), si trova che 'inviluppo degli spazi tritan-
gentl ha uno spigolo di regresso di ordine 5820, con 11400 cuspidi.

Srazi QUADRITANGENTI.

23. Dopo aver determinati gli oo® spazi bitangenti della varieta V, ab-
biamo considerata (n. 15-1T7) la superficie F'7* luogo di quei 14 poli di
ognuno di questi spazi che sono distinti, in generale, dai due punti di con-
tatto; e dall’intersezione di questa superficie con V, all’infuori delle linee p®
e p*°, abbiamo ricavata la linea y°°, luogo dei punti di contatto degli spazi
tritangenti. In modo analogo potremo adesso considerare, corrispondentemente
agli oot spazi tritangenti, la linea 2 luogo di quei 13 loro poli che sono in
generale distinti dai punti di contatto; e fra le intersezioni di questa curva
colla varieta ¥ dovranno trovarsi i punti di contatto degli spazi quadritan-
genti (¥).
Determiniamo anzitutto I'ordine x di questa linea . A tal uopo bastera
osservare che una quadrica qualunque del sistema polare incontra la curva

19 in 20,90 punti, che si ripartiscono in -2—()—%29 terne di punti mutuamente

coniugati nell’ involuzione I,,. E le 2 x intersezioni della medesima quadrica
0.90
3
insieme con quelle terne costituiscono altrettanti gruppi completi della I,;. Sara
dunque:

gruppi di 13 punti che

colla curva 2 dovranno comporsi precisamente dei -

2.«:13.-2%) ossia 2 = 130. 30.

Questa curva 3% gtara sulla superficie F'”*® considerata al n.° 17, e ne
sard anzi curva tripla. Infatti ogni punto di essa, essendo polo di uno spazio
tritangente, appartera alle Cj residue di tre diverse rette speciali p (formanti
uno dei soliti trilateri); e al variare di quel punto sulla linea % queste C} de-
scriveranno tre falde della superficie F', in generale distinte, passanti tutte
per A

(*) Exriques, Mem. cit., p. 31-35,
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24. Vediamo ora come si distribuiscano le intersezioni della curva
w8030 eolla varieta V. Si avranno di queste intersezioni ogni qual volta uno
dei 13 poli ulteriori di uno spazio tritangente — dei quali poli la linea % &
appunto il luogo — appartiene anch’esso alla varieta V: e, quando cid av-
viene, pud darsi che questo polo ulteriore sia distinto dai primi tre, e allora
esso sard un quarto punto di contatto del medesimo spazio con ¥V, e si avra
uno spazio quadritangente; ma pud anche darsi che esso coincida con uno
dei primi tre, ossia con uno dei tre punti di contatto dello spazio considerate,
e allora questo punto di contatto, coincidendo con uno dei punti ad esso coniu-
gati nell'involuzione I, stard sulla varietd Hessiana di ¥, e sara un punto
biplanare o uniplanare per la superficie intersezione di V collo spazio tritan-
gente di cui si tratta.

Ora gli spazi tritangenti che incontrano ¥ secondo superficic con punti
doppi biplanari o uniplanari sono:

I 30.90 spazi che determinano come sezioni superficie con due punti
doppi conici e un punto biplanare del tipo B; (n.° 20);

Gli 8.90 spazi che segano superficie con un punto doppio conico e un
punto biplanare del tipo B, (n.° 18);

I 60 spazi che segano superficie con punto uniplanare (n.° 18).

Nel primo caso due dei 16 poli dello spazio di cui si tratta coincidono
nel punto biplanare della superficie intersezione di questo spazio con V; e
percid la linea % passera anch’essa (semplicemente) per questo punto biplanare.
Questo punto appartiene alla linea p, della quale & anzi punto doppio (poiche
¢ punto B — cfr. n.? 12 — per ognuna delle due rette speciali uscenti da
esso) ; dunque, delle tre falde della superficie F7*° che passano per esso, certo
due sono osculatrici a V7 in quel punto (che non & per esse punto singolare),
e percid la linea 1, che sta su di esse, avra pure in quel punto un contatto
di 2. ordine con V. Ciascuno di questi 30.90 punti assorbird dunque #re
intersezioni (almeno) della linea A colla varieta V.

Nel secondo caso si tratta di uno spazio tritangente con due punti di
contatto infinitamente vieini; e in questo punto di contatto coineidono allora
non soltanto due, ma #re fra i 16 poli di quello spazio (*). Pereid questo spazio

(¥) Pit generalmente anzi, ogni spazio tangente il quale incontri V secondo una su-
perficie con un punto doppio biplanare del tipo B, ha tre dei suoi poli coincidenti in
questo punto. Infatti questo punto X apparterra a una retta speciale p, sulla quale sara
punto doppio dell’inyoluzione ivi segata dalle quadriche del sistema polare, ¢ apparterra
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conterra anch’esso, complessivamente, quattro dei propri poli, e per il suo polo
triplo passerd (semplicemente) la curva 2. In questo punto due delle tre falde
della superficie F7*° si confondono (perché nel triangolo dei punti di contatto
sono venuti.a coincidere due dei tre lati), ma la terza falda (quella che corri-
sponde al terzo lato del triangolo) & distinta da queste, passa semplicemente per
quel punto, ed & ivi tangente a ¥ (perche il punto di cul si tratta appartiene
alla sua linea di contatto p con V stessa). Percid in tutti questi 720 punti la
linea X sard tangente (in generale semplicemente) alla varieta V.

Infine uno spazio tangente il quale incontri la varieta ¥ secondo una
superficie con punto doppio uniplanare (del tipo pilt generale) ha quattro dei
suoi poli coincidenti nel punto di contatto: poiche le quadriche del sistema po-
lare che passano per questo punto vi hanno un piano tangente fisso (lo stesso
piano che & ivi tangente alla superficie cubica intersezione di ¥V collo spazio
proposto), e hanno percid, fuori di quel punto, sole 12 intersezioni. Dunque
i 60 punti di questo tipo staranno anch’essi sulla curva i. Dico ora che questa
curva ha in ognuno di essi un contatto di 2.° ordine colla varietd V. Infatti
la superficie F™® passa per ognuno di questi punti con tre falde completa-
mente distinte; e per ciascuna di queste falde vengono ivi a riunirsi il con-
tatto con 7 lungo un ramo di linea u e l'intersezione semplice con ¥ lungo
un ramo di linea y (*). Percid ciascuna di queste falde sard in quel punto

pure alla C% residua di questa retta (v. la prima nota al n.° 12); percid le oo® quadriche
del sistema polare che passano per esso (e che sono le polari dei punti dello spazio tan-
gente considerato) saranno tutte ivi tangenti alla retta p, e avranno a comune, fuori di
quel punto, soltanto le 13 loro intersezioni residue colla curva C} Lo spazio proposto
avra dunque soli 13 poli (tutti semplici) distinti da X, e percid gli altri tre coincideranno
con X, ¢. s. v. d.

(*) L’equaziene di una varietd cubica tangente allo spazio xy==0 nel punto fonda-
mentale [4] e incontrata da questo spazio secondo una superficie con punto uniplanare
del tipo pitt generale si puo mettere sotto la forma:

. ao [+ (g + g + @)y + @ wg g =0
dove f=Sipw; wp, € @y =x; + ¥y + @3 =0 & il piano tangente a quest’ultima superficie

0
nel punto uniplanare. I piani tangenti nel punto [4] alle tre falde della superficie I'7%
saranno allora rappresentati, nello spazio x, = 0, rispettivamente dalle equazioni:

Xy =Xy Yo == W &Ly ==y

e avranno a comune la retta x; = &, = @5, che sara la tangente alla linea A. I tre rami
della linea y saranno tangenti rispettivamente alla retta @, =a, =0 e alle due analoghe;

e i tre rami della linea w alla retta &, — @y = a3=0 e analoghe (ottenute permutando
gli indici 1, 2, 3).
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osculatrice alla varieta V; e lo stesso avverrd per la linea 2, comune alle tre
falde.

Si osservi poi che in nessuno dei punti finora considerati la linea % pud
-averc con V, in generale, un contatto di ordine superiore a quello indicato,
perché cid renderebbe il numero degli spazi quadritangenti inferiore a un li-
mite, al di sotto del quale si potrebbe verificare — esaminando qualche caso
particolare — ch’esso non pud certamente discendere.

Le intersezioni residue della linea X colla varietd ¥ saranno (precisamente)
i punti di contatto degli spazi quadritangenti a ¥, i quali saranno punti tripli
della sviluppabile 3% ¢ della sua curva doppia 7', Il loro numero sara:

3.130.30 —3.30.90—2.8.90 —3.60
= (130 — 90 — 16 — 2) . 90 == 22 . 90 == 1980.

E il numero degli spazi quadritangenti sara la quarta parte di quest’ul-
timo numero, cioe 11.45 = 495.

La varietd cubica generale dello spazio S, ha 495 spuzi quadritangenti,

E riassumendo :

Le rette speciali contenute in una variett cubica generale formano una
rigata sviluppabile di ordine 90, con curva doppia di ordine 900, e 2040
(==1980 + 60) punti tripli, che sono tali anche per la sur curva doppia.

Questa superficie sviluppabile e la sua curva doppia sono i luoghi de:
punti di contatto rispett. degli spazi bitangenti e degli spazi tritangenti della
variett cubica proposta.

Fra gli spazi tritangenti ve ne sono in particolare :

2700 che incontrano lu varietd secondo superficie con un punto doppio
biplanare e due punti doppi conici;

720 con due punti di contatlo infinitamente vicini ;

60 coi tre punti di contatto riuniti in unico punto, che ¢ punto unipla-
nare della superficie sezione ;

495 quadritangenti (e percid elementi quadrupli del sistema oct degli
spazi tritangenti).

Queste ultime due categorie di spazi toccano la varietd nei

60 4 4.495 = 2040

punti che sono tripli per la sviluppabile sopra accennata e per la sua curva
doppia.
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25. Il numero degli spazi quadritangenti di una varieta cubica di S,
s1 pud verificare direttamente in qualche caso speciale; e cid riesce partico-
larmente facile nel caso di una varieta con sei punti doppi indipendenti (e
percid generabile con tre reti proiettive di spazi Sy, in posizione generale (*)),
avvertendo che dovranno allora considerarsi come quadritangenti tutti gli spazi
che incontrano la varieth secondo superficie con 4 punti doppi (o casi parti-
colari di queste), e che ogni spazio il quale contenga & (=4) punti doppi
della varietd proposta e la tocchi in altri 4 — A punti (semplici) dovrd con-
tarsi come equivalente a 2" spazi quadritangenti del caso generale (analoga-
mente a cid che avviene per le tangenti doppie delle linee piane, e i piani
tritangenti delle superficie di S;).

Cominciamo col dimostrare che una varietd cubica ¥ con sei punti doppi
indipendenti non ha spazi quadritangenti propriamente detti, ossia non am-
mette sezioni iperpiane con 4 punti doppi indipendenti, dei quali nessuno sia
doppio anche per essa. Infatti, se vi fosse uno spazio quadritangente non pas-
sante per aleun punto doppio di V| per ognuno dei suoi 4 punti di contatto
le sei rette della varieta V' che ne escono (**) dovrebbero coincidere a2 a2;
e siccome le oo® rette contenute in ¥V si ripartiscono in tre diversi sistemi,
due di 1.” ordine e uno di 4.° ordine (***), cosi una almeno di quelle tre rette
dovrebbe essere comune a due di questi sistemi. Allora ogni spazio S, pas-
sante per questa retta comune 7 incontrera 7 secondo una superficie cubica,
sulla quale la #» conterd come 2 almeno fra Je 27 rette ivi contenute; e pereid
ognuna di queste oo® superficie sezioni dovra avere sopra » qualche punto
doppio (¥***) Ora cid non & possibile senza che la varieta I” abbia anch’essa
sopra » almeno un punto doppio; e lo spazio quadritangente considerato pas-
serebbe allora per questo punto doppio, contrariamente all’ipotesi che si era
fatta.

26. Ogni spazio quadritangente della varieta proposta ¥ dovra dunque
passare per uno almeno dei sei punti doppi.

(*) C. Seerg, Sulle varietd cubiche dello spazio a quattro dimensiont. ... (Mem.
Ace. di Torino, ser, II, vol. 39°, 1888; n.° 13).

(**) E non é nemmeno possibile che da qualcuno di questi punti escano infinite
rette contenute in V7; perché quéste rette dovrebbero stare tutte nello spazio tangente in
quel punto, e questo spazio non potrebbe allora incontrare 77 secondo una superficie con
4 punti doppi.

(*¥**) Snerw, Mem. cit., n.° 13.

(****) KLemN, Math. Ann. VI, p. 5G6.
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Ora in una varietd cubica con 6 punti doppi indipendenti il cono sestico
di rette uscente da uno qualunque X di questi punti si spezza in due coni
cubici aventi a comune le cinque rette che congiungono X medesimo agli
altri cinque punti doppi; e proiettando la varietd dal punto doppio X sopra
uno spazio S, =rm, quei due conici cubici vi determineranno come traccie due
cubiche sghembe %, %' con cinque punti a comune (e contenute in una me-
desima quadrica). Tutte le superficie sezioni di ¥ con spazi S, passanti per X
si proietteranno sopra = secondo piani; e in particolare quelle superficie che
oltre ad X hanno altri tre punti doppi indipendenti si proietteranno secondo
piani tritangenti della curva complessiva formata dalle due cubiche % e £/,
potendo tuttavia uno o pilt dei tre contatti venir sostituiti dal passaggio per
altrettanti fra i punti comuni alle stesse cubiche. A queste condizioni sod-
disfanno :

1) tutti i piani che congiungono tre dei cinque punti comuni alle cu-
biche £ e k', e questi saranno immagini di sezioni iperpiane passanti per X
e per tre altri punti doppi della varietd proposta ;

2) tutti i piani che passano per uno dei punti comuni a quelle due
cubiche, e sono tangenti a ciascuna di esse in un altro punto. Questi piami
saranno immagini di sezioni determinate da spazi S, che passano per X e
per un secondo punto.doppio, e toccano inoltre la varieta proposta in due
punti ulteriori; e per ognuno dei punti comuni alle lince k¥ e %' passeranno
quattro di questi piani (i piani tangenti comuni dei coni quadrici che da quel
punto proiettano le due cubiche).

B evidente poi che un piano tritangente della curva complessiva k - &'
il quale passi per due dei 5 punti doppi non pud a meno di passare anche
per un terzo di questi punti; e non vi sono nemmeno piani tritangenti che
non passino per alecuno di questi punti doppi.

Riassumendo dunque, dovranno computarsi come spazi quadritangenti:

1) Tutti i (2) = 15 spazi che congiungono 4 fra i 6 punti doppi della

varieth proposta, e ciascuno di questi ‘sara equivalenté a 16 spazi quadri-
tangenti propriamente detti;

2) Tutti gli spazi che passano per due di quei 6 punti doppi e toc-
cano la varietd proposta in altri due punti (semplici), avvertendo che per

g):: 15 coppie di punti doppi si possono condurre 4 di tali

spazi, e che ognuno di essi va contato 4 volte.

ognuna delle (
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Questi spazi equivarranno complessivamente a

16.15 4 4.4 .15 =480

spazi quadritangenti; né vi saranno altre sezioni iperpiane con 4 punti doppi
indipendenti.

Bisogna perd ancora tener conto di quelle sezioni iperpiane che sono
casi particolari di superficie con 4 punti doppi, potendosi ottenere da queste
col far avvicinare indefinitamente due o pilt dei punti doppi medesimi. In
particolare, facendo avvicinare indefinitamente due di questi punti, e contem-
poraneamente anche gli altri due (fra loro, ma non ai primi), la superficie
si riduce al limite a una rigata cubica, avente per direttrice doppia la con-
giangente dei due punti doppi distinti che ancora rimangono (*). Ora ogni
varietd cubica con due punti doppi ammette lungo la retta che congiunge
questi due punti un §; tangente fisso, che 'incontra precisamente secondo una
rigata cubica con questa stessa retta come direttrice doppia; e di queste se-

C e 6 . - |
zionl iperpiane ve ne sono nel nostro caso (2), ossia 15. N& vi sono altre

sezioni iperpiane che debbano considerarsi come casi particolari di superficie
con 4 punti doppi. Risulta percid eguale a 480 + 15, ossia 495, il numero
complessivo degli spazi quadritangenti, opportunamente valutati, come si era
dimostrato in generale al n.” 24.

Torino, Marzo 1904.

(*¥) Infatti 1’ equazione di una superficie cubica coi quattro punti doppi
o=y=2=0, w=y=w=0, a=z=y+iw=0, y=w=x-t+iz=0
(dove % e %' sono costanti non nulle) si puo mettere sotto la forma:
a(w+%2)(ay+obw)+y(y+riw)ce+dz)=0

dove a, b, ¢, d sono le 4 costanti omogeneé che devono ancora rimanere. acendo avvi-
cinare indefinitamente gli ultimi due punti doppi rispettivamenté ai primi due, si ha al
limite 2=7%"=0; e I’equazion¢ assume la forma:

b

a(ay +bw)+ylce+dz)=0

che rappresenta precisamente una rigata colla direttrice doppia @ =y = 0.
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