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Matematica. — Swuperficie del 4° ordine con gruppi infiniti
discontinui di trasformazions birazionali., Nota V del Corrispon-
dente Gino Fawo ().

1. A segmo di quanto detto nella precedente Nota 1V (2), esaminiamo
ora il caso di una superficie del 4° ordine F* condotta nel modo pit gene-
rale per una curva di genere 2 e ordine dispari m =24—1 (m =5, h =3).

Per questa curva passa un sistema lineare di superficie di ordine %, non
contenenti la F* come parte, di dimensione non inferiore a

R B

le quali segano ulteriormente F* secondo un sistema, appunto oo?+2, di
curve di ordine 2k -1 e genere % 2. Perché la CP¥' stia, oltre che
sopra F4, anche in una F?! non contenente F* come parte, occorrono ancora,
se k>3, altre h— 3 condizioni.

La C*'==1y e la sezione piana C costituiscono sopra F* una base di
determinante

; 2h;‘|=-:(2h sl

2h — 1

base che sard percid minima, ogni qualvolta (24— 1)®-— 8 non ammetta
aleun divisore quadrato perfetto. Supponiamo per ora che cos) sia.

La determinazione delle reti di genmere 2 esistenti sopra T (del tipo
Ay + nC) dipende dalla risoluzione in numeri interi dell’equazione:

(1) 1 (2h— 1) A - 20 = 1;

e la determinazione delle eventuali curve razionali (di genere virtuale zero,
e grado virtuale —2) dipende dall’altra equazione:

2) A (2h—1)du - 2p* = —1.
Per ogni soluzione intera di una delle due equazioni precedenti, sard 4

dispari (se no sarebbero pari tutti tre i termini del 1° membro), e, per

(1) Pervenuta all’Accademia il 29 luglio 1920.
(*) Questi Rendiconti, pag. 175.

RENDpIcONTI. 1920. Vol. XXIX, 2° Sem. 30
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conseguenza, u pari (se no sarebbe di nuovo pari il 1° membro) (*). Pos-
siamo percid applicare la sostituzione:

trasformando le (1) e (2) nell'equazione di Fermat-Pell (col doppio segno
al 2° membro):

(3) £—2h— 1) —8lut==1

della quale si dovranno cercare tutte le soluzioni intere, tali che la curva
corrispondente

(4) ¢t —@h—1)uly 4 2uC
risulti effettiva, vale a dire abbia l'ordine
§t — (2h — 1)u} (8h—1) + 84> 0.

A questa condizione soddisfanno (come nella Nota prec.) le soluzioni per le
quali ¢ & positivo. Infatti la condizione indicata pud scriversi

(2h—1)t — }(2h—1)* — 8§ % >0;

o si pud verificare anzitutto ch'essa & soddisfatta se ¢, somo entrambi
positivi (%). Premesso questo, & chiaro ch’essa sard pure soddisfatta conser-
vando invariato ¢ e eambiando di (solo) segno la %.

L'equazione (3) ha infinite soluzioni se al 2° membro si prende il
segno -, e pud invece averne o anche non averne quando vi si,prenda
il segno negativo. Poiché il coefficiente (2h — 1)*— 8 & congruo, mod. 4,
a -1, vi sono certo soluzieni, col segno negativo al 2° membro, se detto
coefficiente & numero primo, mentre possono esservene o anche non esservene
8¢ (2h —1)*—8 non & numero primo (®). I valeri piit piceoli di % pei
quali (2% — 1)* — 8 non & numero primo somo A =17,8,14,15,...; per
questi valori di 2 la (8), col segno negativo al 2° membro, zon ammette
soluzioni.

(1) Anzi, nella (1) deve essere g multiplo di 4; nella (2) invece @ semplicemente
pari (non maltiplo di 4), Percid nella (8) sard w pari o dispari (¢ invece rispett. dispari
o pari), secondo che vi si prende il segno -+ oppure il segno —. ‘

(*) Dalla (8) emerge che, per ¢,u positivi, sard ¢ <(2h—1)u; se dunque, nel
primo membro della (3) stessa, a uno dei due fattori ¢ del primo termine sostituiamo la
quantity maggiore (2h — 1), renderemo positivo detto membro. Dopo di che, dividendo
per u, si ha quanto richiesto.

(®) Legendre, Théorie des nombres (Paris, 1830), vol. 1°, pag, 635, come pure ta-
vola X, nota alla fine del volume.
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2. Supponiamo che ia (3), sempre col segno negativo, ammetta solu-
zioni; e sia #,,%, la pidt piccola sua solazione positiva. Allora I'espressione

®) tw+unYD=(6L+u YDy (D= (2h—1)*—8)

dard per valori dispari di = tutte le soluzioni intere positive della stessa
equazione, e per valori pari di » quelle della stessa (3) col segno - al
2° membro.

La soluzione ¢, , %, conduce a una curva razionale

n={t—Ch—Dutly+ 20, C=2u,C—{2h —1)u, —tly

che si pnd effettivamente costruire sopra F*4, come residua di un gruppo
di (2h — 1) w, — ¢, curve y rispetto al sistema multiplo secondo 2w, delle
sezioni piame. Invero, quest'ultimo sistewa, essendo di genmere 8uf- 1, &
anche di dimensione 8x; + 1. Ora, la prima y impone a una F*“ obbligata
a contenerla 2w, - (22— 1) — 1 condizioni (al piu); e, per le successive y,
questo numero diminuisce di due unita pér volta; ricordando pertanto che
la somma dei primi » numeri dispari vale 72, le condizioni imposte a una
F#a | complessivamente, dalle (2h — 1) u, — ¢, curve y saranno (al pin) in
numero di

uy - (Ch— 1) J2h — 1) uy — i} — J(2h — 1) uy, — 4, }?
={@2h— 1) u, — LH{(2h — 1) u, + 01
=2h— 1)} —G=8ui+ 1.

Esiste dunque certo una F®**1, non contenente I'* come parte, e pas-
sante per (2 — 1) u, — ¢, curve y; e esiste quindi la curva, gid ricono-
sciuta come razionale, intersezione residua di tale F2*« con F4. Insieme ad
essa esisterd pure I'altra curva razionale ¢z, + (27 — 1) u,{ y — 2w, C, tras-
formata della prima mediante 1" involuzione I(#¥ = ¢ , ¥'= — u), cui appar-
tiene la vete |y|. Tali curve saranno irriducibili; vedremo infatti che sopra F*
tutte le altre curve di genere virtuale zero contengono o 1'una o l'altra di
queste come parte.

3. Le altre soluzioni positive ¢,,u, dell'equazione (3), essendo ¢,, u,
definiti dalla (5), condurranno a curve

m=1{th— (2h— 1 uty 4+ 2u,C

di grado virtuale — 2 oppure -2, percid di genere virtuale zero oppure
due, secondo che »n & dispari o pari, e percid secondo che si tratta di solu-
zioni della (3) col segno — oppure col segno -}~ al 2° membro.

Per » =2 si ha:

ya=1{te— (2h—1) usty 4 2u,C
=120 41— @h —1)2utity + 2 204,C =y + 20y = +4r) +tn
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vale a dire il sistema |y.|, di gemere 2 e grado virtuale 2, risulta com-
posto del sistema |y 4¢,7.|, di grado 2(4 1) e dimensione 542, e
di una parte flssa, multipla secondo ¢, della curva razionale y,, incontrata
al n. prec., e colla quale la parte variabile y --¢, 7, non ha aleun punto
a comune ().

Analogamente, per n =3, si ha:

73={t3-—(2h—-1)u3%7+2u30

= “1 ts + Duyu, — (Zh— 1) (#1ts u‘ltl)‘ v+ 2(wits + u2tl)C

dove D = (2h — 1)* — 8. Raccogliendo il fattore £, nei termini che lo con-

tengono, ponendo negli altri termini u, = 2u,¢,, e ricordando la (3), onde
Dut =1 -+ 1, si ricava:

vs=24(y +tn) + tan,

ancora somma di un multiplo del sistema |y - /,7,| e di una parte fissa,
multipla della curva razionale y,, fondamentale per |y - ¢,7,].
Dico ora che, in generale:

V== An—l(}’ + 4 )’1) + tua
dove le A sono definite mediante la relazione ricorrente A, = #,—, -7, Ap-y,
coi valori iniziali Ay =0, A, = 1; percid, per n = 2:
An == tn—l + tn—2 tl ‘JF tn—3 ﬁ + tt + tz t?_:; + Zt?—l
valore certamente positivo. Invero, essendo tali relazioni verificate per
n=2 e n =3, basterd mostrare che sono verificate per 1 indice n -1,
nell’ipotesi che lo siano per l'indice #. Ora:
Yne)y = { bpar — (2}2 — 1) #pa :’ 7+ 24 C
= g tltn ”Ji_ Dul Up — (Zh - 1) (ul tn + untl)s b4 + z(ul tn ‘i_ untl) C .
Raccogliendo il fattore #, nei termini che lo contengono, e ricordando che
D Uy U — by by == lpny (2)! si ha:
Yn+1 = tn 71 71‘ bn—ay + Liyn = ta )y + bn1y + 4 ’An«l()’ ‘|“ 6y Yx) + tha V1 ‘
=Any FhAn = Ay + L)+ lan

¢. s. v. d. Tutti i sistemi |y.| sono dunque somme di un multiplo del

(*) Si verifica infatti immediatamente che la curva p; incontra le y in 2¢; punti,
e percid le y -+ t;y; in zero punti.
(3) Cid si ricava infatti dalle due relazioni

th =ttty Dn_g %, Un="tnoq%; + thn—11;,

tenuto presente ancora che ¢? —Duf=—1.



— 235 —

sistema |y 4 ¢,7,| e di una parte fissa, multipla della curva razionale y,,
fondamentale per |y + 671 ].

Le rimanenti scluzioni dell’equazione (3), per le quali ¢ é positivo e
u negativo, conducono ai sistemi trasformati di questi ultimi mediante 1’ in-
voluzione 1.

Sulla superficie ¥* non esistono dunque allre reti di genere 2, effet-
tive e irriducibili, 4l infuori della rete y (né altre curve razionali., effet-
tive e irriducibili, all’infuori di y, e della sua trasformata mediante 1 in-
voluzione I).

Ogni trasformasione birazionale di F* deve percio mutare in sé
stessa la rete |y|, unica rete effettiva, irriducibile, di genere 2, ¢ non
pud essere diversa dall'involusione 1. La forma quadratica fondamentale
di F4, cioé il primo membro della (1), non ammette infatti altre sostitu-
zioni lineari che trasformino in sé la coppia di valoxi A=1.,p=0 cor-
rispondente alla rete |y|, all’infuori dell’identita e della sostituzione invo-
lutoria A'=24 4+ (2% — V), w'= —u, immagine della I. Perché vi fossero
sopra F* altre trasformazioni, dovrebbe dunque esservi una proiettivitd non
identica trasformante in sé& ogni sistema lineare; il che non & possibile
(per le stesse ragioni accennate alla fine del n. 3 della Nota IV).

4. Se invece, contrariamente all’ipotesi fatta al principio del n. 2,
I’equazione (3), col segno megativo al 2° membro, non ammette soluzioni,
vi saranno tuttavia egualmente soluzioni della stessa (3) .col segno -}- al
20 membro; e, in corrispondenza di queste, la (4) fornirad sistemi di grado
virtuale . - 2. " Tali sistemi saranno certo (tutti irriducibili, e saranno
percid effettive reti di gemere 2. Infatti, sopra F* non esistono in questo
caso curve irriducibili di genere virtuale zero (perche la (3), col segno ne-
gativo, non ammette soluzioni), né di genere uno (perché il discriminante

—2h—1)2— 8}

non & quadrato perfetto) (*); percid la curva generica di uno dei sistemi in
parola, se riducibile, non potrebbe essere composta che di parti irriducibili,
tutte di gemere >>1, appartenenti a sistemi almeno oo?, e percid anche
certo incontrantisi tutte a due-a due in un numero di panti >>0; e con
tali parti, se in numero “>1, non si possono formare che sistemi di ge-
nere >2.

Poiché la superficie F* contiene infinite reti effettive di genere 2, essa
ammetterd tutte le involuzioni definite da queste singole reti; inveluzioni
che operano sopra queste reti in modo identico a quanto si & veduto nella
Nota 1V per le F* contenenti curve di genere 2 e di ordine pari, e che
generano percid un gruppo analogo.

(*) Severi, Complementi alla teoria della base ecc., n. 7.
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Invero, 1'involuzione I, cui appartiene la rete |y|, composta di curve
di ordine 2k — 1, determina sui sistemi lineari di F* la sostituzione
Yy=y,C=(2h—1)y—C, e sopra ¢, la solita sostituzione ¢ ==1¢,
% = — u. Indicando ora con ¢, , #, la pid piccola soluzione positiva della (3)
(col segno ), e con fy,us, ecc. le successive, 1'involuzione I,, cui ap-
partiene la rete

6 [d={ti —@Ch—1)u}y +2u,C

(che & composta di curve di ordine ¢,(2h — 1) — Du,) muterd, per analogia,
il sistema |C| delle sezioni piane nel sistema

C'={6(2h—1)—Du}d —C
=6(2h — 1) — Du,{ {t, — (2 — 1) w,} y+ 3 20, [4,(2h — 1) — Dy, ] — 1} C

che, con opportune riduzioni, assume la forma

D’altra parte I'involuzione I,, mentre muta y e C in nuove curve Y e (7,
lascia invariate le J, e percid il 20 membro della (6); scrivendo pertanto:

1 —@h—1)wly" 2, C"={t — (2h — ) u,} v + 24,C
e tenendo conto dell’espressione gia trovata per (", si ricava '
Y=t — Ch—1)us}y + 2u,C.

La rete |y|= (¢ ,u,) & dunque scambiata dall’involuzione I, colla rete
(s, #2), come avveniva nella Nota IV; e si riconosce pure facilmente, per
induzione da # a » -+ 1, che la stessa involuzione scambia fra loro, anche
nel caso presente, tutte le coppie di reti del tipo (fu—s , ~— %u2) € (fn, ).
Le reti di genere 2 esistenti sulla F* ora in esame si distribuiranno pereid,
come nella Nota IV, in due successioni, sulle quali le involuzioni I, e I, e
loro prodotti opereranno nello stesso modo della Nota cit.; né, all’infuori
di questi prodotti, la F* ammetterd altre trasformazioni birazionali.

Alle F* considerate nella presente Nota sono pure applicabili le con-
siderazioni svolte alla fine della Nota prec.; & a ritenersi percid che 1'ipo-
tesi, anche qui introdotta al n. 1, che la base (y , C) sia minima, non implichi
alcuna restrizione ulteriore; sia cioé verificata ogni qualvolta la F* sia con-
dotta nel modo pili generale per una curva di genere 2 e ordine 2h — 1.



